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1. Caracterizacéo da Disciplina

O ensino da Matematica participa, pelos principios e métodos de trabalho praticados, na
educacdo do jovem para a autonomia e solidariedade, independéncia empreendedora,
responsavel e consciente das relagdes em que esté envolvido e do ambiente em que vive.

Genericamente, a Matematica é parte imprescindivel da cultura humanistica e cientifica que
permite ao jovem fazer escolhas de profissédo, ganhar flexibilidade para se adaptar a mudancas
tecnoldgicas ou outras e sentir-se motivado para continuar a sua formagdo ao longo da vida. A
Matematica contribui para a construcdo da lingua com a qual o jovem comunica e se relaciona
com o0s outros, e para a qual a Matematica fornece instrumentos de compreensdo mais
profunda, facilitando a selec¢éo, avaliacao e integragdo das mensagens necessarias e Uteis, ao
mesmo tempo que fornece acesso a fontes de conhecimento cientifico a ser mobilizado sempre
gue necessario.

Finalmente, a Matemética € uma das bases tedricas essenciais e necessérias de todos os
grandes sistemas de interpretacdo da realidade que garantem a intervencdo social com
responsabilidade e dao sentido a condi¢cdo humana.

S&o finalidades desta disciplina:

= desenvolver a capacidade de usar a Matematica como instrumento de interpretacdo e
intervencao no real;

= desenvolver a capacidade de seleccionar a Matematica relevante para cada problema da
realidade;

= desenvolver as capacidades de formular e resolver problemas, de comunicar, assim
como a memodria, 0 rigor, 0 espirito critico e a criatividade;

= promover o aprofundamento de uma cultura cientifica, técnica e humanistica que
constitua suporte cognitivo e metodoldgico tanto para a insercdo plena na vida
profissional como para o prosseguimento de estudos;

= contribuir para uma atitude positiva face a Ciéncia;

= promover a realizagdo pessoal mediante o desenvolvimento de atitudes de autonomia e
solidariedade;

= criar capacidades de intervencdo social pelo estudo e compreensdo de problemas e
situacBes da sociedade actual e bem assim pela discussdo de sistemas e instancias de
decisdo que influenciam a vida dos cidad&os, participando desse modo na formacéo
para uma cidadania activa e participativa.

2. Visao Geral do Programa

A Componente Cientifica é constituida, em cada curso profissional, por duas ou trés disciplinas
de natureza cientifica que correspondem simultaneamente, as exigéncias de um nivel
secundario de educacdo e de uma qualificacdo profissional de nivel 3. Os estudantes
desenvolvem conhecimentos, capacidades e atitudes que lhes permitem a aprendizagem de um
conjunto de competéncias orientadas para um sector de actividade, profissdo ou familia de
profissdes.

Para estes estudantes nao € fundamental o desenvolvimento de competéncias ao nivel do
dominio das regras logicas e dos simbolos. Se é legitimo ensinar a manejar as ferramentas de
calculo, o essencial da aprendizagem da Matematica deve ser procurado ao nivel das ideias
para a resolugcdo de problemas e para as aplicacdes da Mateméatica. O uso das ferramentas
deve ser ensinado e aprendido no contexto das ideias e da resolu¢cdo de problemas
interessantes, enfim em situagbes que exijam 0 seu manejo e em que seja vantajoso o0 seu
conhecimento, privilegiando mesmo caracteristicas tipicas do ensino experimental. A
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Matematica, nas suas conexdes com todos os ramos de saber, € uma contribui¢céo decisiva para
a consciéncia da necessidade da educacdo e da formacdo ao longo da vida, com vista a
enfrentar mudancgas profissionais e as incontornaveis adaptacfes as inovacdes cientificas e
tecnoldgicas.

Os temas a abordar, estruturados em modulos segundo o modelo curricular dos cursos
profissionais, sdo 0s seguintes: nimeros e geometria, incluindo trigonometria; funcdes reais e
analise infinitesimal; estatistica e probabilidades; matematica discreta.

A abordagem da Geometria inclui assuntos elementares de geometria sintética e métrica,
geometria analitica e trigonometria, com as competéncias de calculo numérico a elas
associadas, com permanentes preocupacdes de contextualizacéo.

A abordagem das FuncBGes Reais considerard as grandes familias de funcbes, desde as
algébricas inteiras, passando pelas fraccionarias e acabando nas transcendentes - exponenciais
e logaritmicas ou trigonométricas. Havera uma énfase natural nas aplicagcdes, com particular
relevo para as questdes de taxa de variacdo e optimizacao.

A abordagem da Estatistica e das Probabilidades elementares completara as aprendizagens
bésicas, com algumas nog¢fes novas e ferramentas que ndo podem ser compreendidas no
ensino basico.

A Matematica Discreta aparecerd ndo apenas em ligagdo com as probabilidades, mas também
em varias situacGes que requerem modelos discretos, como o das sucessdes e progressdes ou
como os modelos matematicos dos jogos.

Assim, a lista de modulos desta disciplina é constituida por dois grupos. O grupo de mddulos A
corresponde ao elenco destinado aos cursos cuja carga horaria da disciplina € de 300 horas. Os
moédulos do grupo B destinam-se a ser combinados com modulos A, para a formacdo dos
estudantes em cursos menos exigentes em carga horaria. Este grupo de mdédulos B inclui temas
menos aprofundados ou variacdes em relagdo aos temas tratados nos médulos A, por forma a
responder mais adequadamente as exigéncias de formacdo decorrentes das familias
profissionais em que 0s cursos de enquadram.

Quadro Resumo - Distribuicdo dos Temas pelos Médulos A

Tema Transversal: AplicacBes e Modelacdo Matemaéatica

Mddulo Al Mddulo A4 Maodulo A7
Geometria Funcdes Periddicas Probabilidade
Resolucéo de problemas de geometria Movimentos periddicos. Modelos de Probabilidade.
no plano e no espaco. Funcdes trigonométricas.

O método das coordenadas para Modulo A8

estudar Geometria no plano e no Modelos Discretos
espago.

3 Modelos discretos: sucessfes e
Madulo A2 Modulo A5 progressges.

Funcdes Racionais

Func¢des Polinomiais <

Fun cges e araficos Funcgdes racionais. Modelagdo de MOdUINO A9 .

Fungées o%inomiai.s de graus 2 e 3 situaces envolvendo fenémenos Funcodes de Crescimento

goesp g ' néo periddicos. Modelos continuos nao lineares:

exponencial, logaritmico e

Modulo A3 Médulo AG logistico.

Estat.|st|~ca _ B Taxa de Variagao Maodulo A10

Organizagao e interpretacdo de Taxa de variagdo média num Optimizacéo

caracteres estatisticos (qualitativos e intervalo Probi d imizacs

itati o roblemas de optimizagéo.

gté?grtlétig?g)?aistribuigﬁes Taxa de variagao num ponto. Aplicagbes das Taxas de

bidimensionais (abordagem gréfica e Variag&o. Programacéo Linear

intuitiva). comotterramenta de planeamento
e gestéo.
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Quadro Resumo - Distribui¢cdo dos Temas pelos Médulos B

Tema transversal: Aplicacdes e Modelagao Matematica

Maédulo B1
Funcdes Periddicas e Ndo Periddicas

Modelacédo matematica de situagdes envolvendo
fenomenos periddicos e ndo periédicos.

Maodulo B4
Programacao Linear

Dominios planos.
Interpretagéo geométrica de condigdes.

Breve abordagem das funcdes trigonométricas e das
fungdes racionais.

Maédulo B2
Estatistica Computacional

Tratamento exploratério de dados usando uma folha de
célculo.

Moédulo B5
Jogos e Matemética

Desenvolvimento de capacidades matematicas através do
uso de jogos de raciocinio.

Maodulo B3
Modelos de Func¢des

Estudo e resolugdo de problemas com modelos de fun¢des
elementares.

Modulo B6
Padrdes Geométricos

Identificacdo e analise de propriedades de figuras
geomeétricas em situa¢des do mundo real. Regularidades e
padrdes associados a transformacdes geométricas.

O ensino de todos estes temas tem de ser suportado em actividades propostas a cada estudante e a
grupos de estudantes que contemplem a modelagdo matematica, o trabalho experimental e o estudo
de situacgOes realistas adequadas a cada curso sobre as quais se coloquem questdes significativas,
resolugdo de problemas nado rotineiros e conexbes entre temas matematicos, aplicacdes da
matematica noutras disciplinas e com relevancia para interesses profissionais, recorrendo com
frequéncia a ferramentas computacionais adequadas. Neste sentido, considera-se que as
AplicacBes e Modelacdo Matematica constituem um grande tema transversal a todos os médulos.
A modelagdo e os problemas relacionados com as diferentes areas profissionais constituem tanto a
metodologia de trabalho privilegiada na construgdo dos conceitos matematicos como uma
competéncia a desenvolver que é imprescindivel para estudantes que vao enfrentar no seu trabalho
profissional problemas concretos muito variados e terdo de saber seleccionar as ferramentas
matematicas relevantes para cada situacdo. E neste sentido que se assume o realce dado a
Aplicagdes e Modelagao Matematica como cabecalho dos quadros-resumo comum a todos os
médulos A e B.

Considera-se necessario que, no primeiro modulo do programa de cada curso, os estudantes sejam
colocados perante a resolucdo de problemas escolhidos que permitam despistar dificuldades e
deficiéncias na formacdo basica. A estratégia assente na resolucdo de problemas evita que o0s
estudantes sejam desgastados em revisitaces expositivas de assuntos que podem até ja dominar.

3. Competéncias a Desenvolver

Espera-se que os estudantes se apropriem de conceitos e de técnicas matematicas enquanto
enfrentam situacBes, de tal modo que, face a problemas realistas, possam mobilizar os
conhecimentos cientificos adequados para dar respostas proprias. Pretende-se que o estudante seja
capaz de formar uma opinido propria, participando nas decisdes ou que consiga ele proprio toma-las.

Entende-se aqui que cada competéncia implica um corpo coerente de conhecimentos, atitudes ou
capacidades (e habilidades na escolha e depois no manejo das ferramentas, quaisquer gue elas
sejam), que sé os resultados operados na accao autbnoma dos estudantes garantem gque tenham
sido desenvolvidas para serem Uteis na vida.
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A Matematica constitui um patriménio cultural da humanidade e um modo de pensar que é distinto de
outros ligados a diferentes areas do conhecimento e da actividade humana. O professor propora
situacdes que levem os estudantes a realizar actividades matematicas: explorar, procurar
generalizagbes, fazer conjecturas e raciocinar logicamente. Ao realizar este tipo de actividades, cria-
se 0 habito de experimentar, tentar encontrar generalizacdes e procurar o que ha de invariante numa
situacdo. Se o estudante compreender que néo basta que uma hip6tese formulada se verifigue em
alguns casos para poder tomar essa hipdtese como uma afirmacédo verdadeira, sendo necessario
encontrar uma argumentacédo légica para a validar ou um contra-exemplo para a rejeitar, entdo o
estudante esta a desenvolver aspectos essenciais da sua competéncia matematica.

Para desenvolver a competéncia matematica consideram-se 0s seguintes principios fundamentais.

1.

No ensino que parte de propostas de trabalho relevantes e com significado para os
estudantes dos diversos cursos, a mediacdo do professor € um dos processos essenciais na
estruturacdo das aprendizagens significativas e no desenvolvimento da competéncia
matematica dos estudantes. Disponibilizando as ferramentas matematicas necessarias e
participando na organizacdo das ideias, com este tipo de ensino desenvolve-se a
capacidade de utilizar a Matematica na interpretacdo e interven¢do na realidade. A andlise
de situacdes da vida real, a identificacdo de modelos matematicos que permitam a sua
interpretacdo e resolucdo, a selec¢do de estratégias para resolver problemas, a formulagéo
de hip6teses e previsdo de resultados sdo orientacBes que contribuem para a formacéo de
estudantes que manifestem vontade de aprender e gosto pela pesquisa. Neste ambito ha
oportunidade para apreciar o contributo da Matemética para a compreensao e resolucdo de
problemas do Homem através do tempo.

A aprendizagem baseada no trabalho autbnomo sobre as situacGes apresentadas (que
podem apresentar varios niveis de resolucdo) e em actividades que aprofundem os
conceitos introduzidos no decurso dos trabalhos, contribui para o desenvolvimento da auto-
confianca dos estudantes criando-lhes oportunidades para se exprimirem, fundamentarem
as suas opinides e revelarem espirito critico, de rigor e confianca nos seus raciocinios.

A participacdo da Matemética no desenvolvimento das competéncias profissionais contribui
para o desenvolvimento da comunica¢do (dos conceitos, dos raciocinios ou das ideias) com
clareza e progressivo rigor l6gico. A definicdo de trabalhos de grupo, de acordo com as
motivacBes dos estudantes, propicia o desenvolvimento do espirito de tolerancia, de
cooperacdo, do respeito pela opinido dos outros e a aceitacdo das diferencas, e pode
contribuir para o desenvolvimento de interesses culturais e do gosto pela pesquisa.

4. Orientacdes Metodoldgicas / Avaliacao

4.1. Aplicagbes e Modelacao

As aplicacdes e os problemas extraidos do mundo real e das profissdes estdo no centro deste
programa. As aplica¢Bes integradas num contexto significativo para os estudantes, sdo usadas
como ponto de partida para cada novo assunto, sendo parte do processo de construcdo de
conceitos matematicos dos estudantes e usadas como fonte de exercicios. Sendo as actividades
de modelacéo e resolucéo de problemas centrais neste programa, recomenda-se fortemente que
Se cumpram 0s seguintes critérios:

= ateoria e as aplicagfes devem estar interligadas;

= 0s problemas apresentados devem estimular os processos de pensamento em vez da
aplicacdo de algoritmos;

= 0s contextos das situacBes problematicas apresentadas devem integrar diferentes ideias
mateméticas;

= alguns dos problemas a seleccionar devem ser abertos, obrigando os estudantes a
escolher as ferramentas matematicas mais adequadas.
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A escolha de situagGes ricas e variadas € essencial para o cumprimento destes critérios;
recomenda-se a colaboracdo activa dos professores de Matematica e de outras disciplinas, em
cada escola e de escolas vizinhas.

Os estudantes (individualmente ou em grupo) devem ter a possibilidade de escolher as suas
proprias estratégias de resolugdo de problemas; o facto de se poder confrontar diferentes
processos de resolucdo de problemas permite fomentar a aprendizagem de uma forma critica,
valorizando o trabalho efectuado.

Assim, para todos os assuntos, sem esquecer a necessidade de contacto com as ideias e os
métodos fundamentais da Matematica, a um certo nivel, o ensino da Matematica é organizado
em volta das aplicacdes viradas para o desenvolvimento de competéncias necessérias para o
exercicio de actividades profissionais qualificadas.

4.2. Comunicacdo Matematica

Tendo em conta a estreita dependéncia entre os processos de estruturacdo do pensamento e da
linguagem, é absolutamente necesséario que as actividades tenham em conta a correccdo da
comunicacdo oral e escrita. O estudante deve verbalizar os raciocinios e discutir processos,
confrontando-os com outros. Deve ser capaz de argumentar com logica. E necessario
proporcionar ao estudante oportunidade para expor um tema preparado, a resolucdo de um
problema ou a parte que lhe cabe num trabalho de grupo. Os trabalhos escritos, individuais ou
de grupo, quer sejam pequenos relatérios, monografias, devem ser apresentados de forma clara,
organizada e com aspecto grafico cuidado.

4.3. Tecnologia

O uso de tecnologias de calculo, com capacidades graficas e de comunicacdo, é fundamental
para a criacdo e o0 desenvolvimento de competéncias Uteis a todos os desempenhos
profissionais. Pelas suas especificidades, a calculadora grafica e o computador completardo os
meios a disposi¢do dos professores e estudantes para executar os diferentes aspectos de uma
verdadeira actividade matematica. Com efeito permitem:
= obter rapidamente uma representacdo do problema, de um conceito, a fim de Ihe dar
sentido e favorecer a sua apropriacao pelo estudante;
= ligar aspectos diferentes (grafico, numérico e algébrico) de um mesmo conceito ou de
uma mesma situacao;
= explorar situacdes fazendo aparecer de forma dindmica diferentes configuracdes;
= proceder de forma rapida a verificagdo de certos resultados.

N&o é possivel atingir os objectivos deste programa sem recorrer a dimensao grafica, e essa
dimenséo s6 é plenamente atingida quando os estudantes tracam uma grande quantidade e
variedade de graficos com apoio de tecnologia adequada (calculadoras graficas e
computadores). O trabalho de modelagcdo matemética s6 sera plenamente atingido se for
possivel trabalhar na sala de aula as diversas fases do processo, embora néo seja exigivel que
se tratem todas simultaneamente e em todas as ocasifes; em particular, é fundamental a
utilizacdo de sensores de recolha de dados acoplados a calculadoras graficas ou computadores
para, em algumas situacdes, os estudantes tentarem identificar modelos mateméaticos que
permitam a sua interpretacéo.

4.3.1. Uso de calculadoras graficas

As calculadoras gréaficas (que séo também calculadoras cientificas completissimas), ferramentas
gue cada vez mais se utilizardo correntemente, devem ser entendidas ndo s6 como instrumentos
de célculo mas essencialmente como meios incentivadores do espirito de pesquisa. O uso de
calculadoras graficas é obrigatorio. Tendo em conta a investigacdo e as experiéncias realizadas
até hoje, ha vantagens em que se explorem com a calculadora gréafica os seguintes tipos de
actividade matemética:
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= abordagem numérica de problemas;

= uso de manipulacbes algébricas para resolver equacfes e inequacdes e posterior
confirmagdo usando métodos gréficos;

= uso de métodos gréaficos para resolver equacdes e inequacgdes e posterior confirmagéo
usando métodos algébricos;

= modelagao, simulacéo e resolugdo de situacdes problematicas;

= uso de cenarios visuais gerados pela calculadora para ilustrar conceitos matematicos;

= uso de métodos visuais para resolver equagbes e inequacdes que ndo podem ser
resolvidas, ou cuja resolucéo € impraticavel, com métodos algébricos;

= conducdo de experiéncias matematicas, elaboracéo e analise de conjecturas;

= estudo e classificacdo do comportamento de diferentes classes de funcdes;

= antevisd@o de conceitos do calculo diferencial;

= investigacdo e exploracdo de varias ligacdes entre diferentes representacfes para uma
situacdo problematica.

Os estudantes devem ter oportunidade de entender que aquilo que a calculadora apresenta no
seu écran pode ser uma visdo distorcida da realidade; é importante que os estudantes
descrevam os raciocinios utilizados e interpretem aquilo que se lhes apresenta de modo que nao

se limitem a “copiar" o que véem.

4.3.2. Uso de computadores

O computador, pelas suas potencialidades, nomeadamente nos dominios da geometria
dindmica e da representacao grafica de funcdes e da simulacéo, permite actividades ndo s6 de
exploracdo e pesquisa como de recuperacao e desenvolvimento, pelo que constitui um valioso
apoio a estudantes e professores, devendo a sua utilizacdo considerar-se obrigatéria neste
programa. Varios tipos de programas de computador sdo muito Uteis e enquadram-se no espirito
do programa. Programas de Geometria Dinamica, de Calculo Numérico e Estatistico, de Graficos
e Simulacdo, de Algebra Computacional, fornecem diferentes tipos de perspectivas tanto a
professores como a estudantes. O nimero de programas disponiveis no mercado portugués
aumenta constantemente, havendo muito software de distribuicdo livre, como o editado pelo
Ministério da Educagdo no ambito dos projectos Minerva e Noénio Século XXI. Neste sentido
recomenda-se enfaticamente o uso de computadores, tanto em salas onde os estudantes
poderéo ir realizar trabalhos praticos, como em salas com condi¢des para se dar uma aula em
ambiente computacional. Os estudantes devem ter oportunidade de trabalhar directamente com
um computador, com a frequéncia possivel de acordo com o material disponivel. Nesse sentido
as escolas sao incentivadas a equipar-se com o0 material necessario para que tal tipo de
trabalhos se possa realizar com a regularidade que o professor julgar aconselhavel,
recomendando-se que se constituam Laboratdrios de Matematica.

Ao usar a calculadora grafica ou o computador, os estudantes devem:

= observar que podem ser apresentadas diferentes representagdes graficas de um mesmo
grafico, variando as escalas da representagéo grafica;

= explorar claramente os diversos comportamentos e saber evitar conclusées apressadas;

= ser incentivados a elaborar conjecturas em fungcdo do que se lhes apresenta e ser
sistematicamente treinados na analise critica de todas as conclusdes;

= tracar sempre um numero apreciavel de fun¢gBes tanto manualmente em papel
guadriculado ou papel milimétrico como usando calculadora grafica ou computador;

= observar que a representacdo grafica depende de forma decisiva do rectangulo de
visualizac¢éo escolhido.

Um estudante pode ser confrontado com situacdes em que erros de aproximagdo conduzam a
resultados absurdos; quando isso acontecer deve saber analisar criticamente a situagédo, usando
dados do problema em causa. Como forma de diminuir a possibilidade de ocorréncia de
situacbes dessas, deve ser feita a recomendacao genérica de, nos célculos intermédios, se
tomar um grau de aproximacdo substancialmente superior ao grau de aproximagdo que se
pretende para o resultado.
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4.3.3. Uso da Internet

Sendo hoje acessivel a todas as escolas portuguesas a ligacdo a Internet o professor ndo deve
deixar de tirar todo o partido deste novo meio de comunicacdo, seja como fonte de informacéo,
seja como fonte de recolha de dados realistas. A participacdo em actividades envolvendo
estudantes de escolas diferentes € um bom meio de estimular a realizacdo de actividades
ligadas a situacdes reais e concretas.

4.4. Avaliacao

Pretende-se que as situacdes de avaliacdo ndo se restrinjam ao produto final mas atendam
essencialmente ao processo de aprendizagem e permitam que o estudante seja um elemento
activo, reflexivo e responsavel da sua aprendizagem. As actividades de aprendizagem deverao
ser encaradas como tarefas de avaliagcdo. O professor pode ficar a conhecer o que os
estudantes sdo capazes de fazer perante um problema concreto ou mediante uma proposta de
investigacdo; esses dados podem ser utilizados para orientar aprendizagens posteriores que
oferecam aos estudantes oportunidade de ir integrando as novas aprendizagens de forma
positiva e consciente.

O professor ndo deve reduzir as suas formas de avaliacdo aos testes escritos, antes deve
diversifica-las. Recomenda-se fortemente que se usem redac¢Ges matematicas (sob a forma de
resolucdo de problemas, composicdes/reflexdes, projectos, relatérios ou outras) que reforcem a
importante componente da comunicacdo matematica (o trabalho pode ser proveniente de um
trabalho individual, de grupo, de um trabalho de projecto ou outro julgado adequado).
Recomenda-se também a utilizac@o de “testes em duas fases™ que permitem o desenvolvimento
da persisténcia na procura de solucdes para situagdes novas, para além de contribuirem para
uma atitude de reflexdo sobre a aprendizagem.

Em cada médulo sdo indicadas actividades importantes a realizar, pelo que a avaliacdo de cada
médulo deve valorizar adequadamente a actividade desenvolvida pelo estudante. Como
orientacdo geral sdo indicadas em cada mddulo as formas de avaliagdo sumativa mais
adequadas as actividades desenvolvidas no moédulo. Entende-se que os professores poderdo
substituir cada prova proposta por uma ou mais provas que avaliem de forma equivalente as
competéncias essenciais desenvolvidas em cada modulo.

4.4.1. Avaliacdo Sumativa Externa

A disciplina de Matemética € sujeita a avaliacdo sumativa externa concretizada na realizagdo de
exames nacionais nos termos e para os efeitos estabelecidos no artigo 11.° do Decreto-Lei n.°
74/2004, de 26 de Marc¢o, conjugado com o artigo 26.° da Portaria n.° 550-C/2004, de 21 de
Maio.

Assim, esta modalidade de avaliacdo aplica-se apenas para efeitos de prosseguimento de
estudos de nivel superior aos alunos dos cursos profissionais, cujas portarias de criacdo
identifiquem a Matematica como disciplina sujeita a exame.

Em cumprimento do n.° 4 do artigo 26.° da portaria acima referida, estabelece-se que as provas
de exame incidem sobre os médulos A2, A3, A6, A7, A9 e A10.

1
PONTE, J. P. (coord.), BOAVIDA, A. M., GRAGA, M.., ABRANTES, P. E BASTOS, R. (1997). Didactica: Ensino Secundario. Lisboa:
ME-DES. pp. 108-112. Disponivel em — http://mat-no-sec.org —
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5. Elenco Modular

Duracéo de
Nimero Designacao referéncia
(horas)

Al  Geometria 36
A2  Funcoes Polinomiais 36
A3  Estatistica 27
A4 Func0es Periodicas 36
A5  Funcdes Racionais 36
A6 | Taxa de Variacdo 27
A7  Probabilidade 21
A8  Modelos Discretos 27
A9  Funcoes de Crescimento 27
A10 Optimizagdo 27
B1  FuncOes Periodicas e Nao Periddicas 36
B2  Estatistica Computacional 36
B3 | Modelos de Funcdes 36
B4  Programacéo Linear 30
B5  Jogos e Matematica 36
B6  Padrdes Geométricos 36

5.1. Articulacdo Modular

Neste programa é dada uma énfase especial ao trabalho das Aplicacbes e Modelacdo
Matematica, e o recurso a Tecnologia desempenha um papel fundamental. As conexdes entre 0s
diversos médulos sdo importantes para que os estudantes possam ver que os temas sdo
aspectos complementares de uma mesma realidade. O professor deve aproveitar todas as
ligacGes entre os médulos, possibilitando a ampliagdo e consolidacdo de cada conceito, sempre
gue ele é reencontrado.

Em cada modulo é importante encontrar-se um equilibrio entre o desenvolvimento significativo
dos conceitos, capacidades e aptiddes e o dominio do célculo. Neste programa esta excluida a
introducéo de qualquer formalismo, a ndo ser que uma determinada notagéo se revele vantajosa
para a comunicacao de uma ideia matemética.

Em cada modulo, a duragédo de referéncia sera discriminada por forma a indicar as horas de
leccionacdo incluindo as que devem ser dedicadas ao acompanhamento/avaliacdo de
actividades e as horas reservadas para avaliacdo sumativa final.
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E indispenséavel que o professor tenha um conhecimento global do programa, bem como dos
programas dos ciclos do ensino basico. Este programa desenvolve-se em médulos, a tratar pela
ordem indicada ou a definir atendendo as precedéncias entre os conteddos. Sempre que o
projecto desenvolvido pela escola o aconselhar, a ordem podera ser alterada, devendo tal
deciséo ficar devidamente registada e ser adequadamente planeada, desde que se respeitem as
precedéncias apresentadas no seguinte quadro:

Nimero Designacéo Precedéncias

Al Geometria

A2 Funcdes Polinomiais
A3 Estatistica

A4 Funcoes Periddicas
A5 FuncBes Racionais A2
A6 Taxa de Variacéo A2 | A5 ou| A2| B1
A7 Probabilidade

A8 Modelos Discretos

A9 Funcdes de Crescimento A2 | A5 ou | A2| Bl
Al0 Optimizacdo A2 | A5 | A6 ou| A2| B1| A6
B1l]  Funcdes Periddicas e Ndo Periddicas | A2

B2 Estatistica Computacional A3

B3 Modelos de Func¢bes
B4 Programacdao Linear
B5| Jogos e Matematica A3
B6 Padroes Geométricos Al

5.2. Diversificagdo do Elenco Modular

O elenco e a sequéncia modular Al, A2, A3, A4, A5, A6, A7, A8, A9 e A10 s&o obrigatorios para
0S cursos em que a carga horéria da disciplina é de 300 horas.

O elenco e a sequéncia modular A2, B1, A3, A7, A6, A9 e A10 sao obrigatorios para os cursos
em que a carga horaria da disciplina é de 200 horas.

O elenco e a sequéncia modular para os cursos em que a carga horaria da disciplina for de 100
horas, correspondera a uma combinacéo de trés mddulos de entre os seguintes, a definir
aquando do planeamento de cada curso, tendo em conta os critérios apresentados:

Médulo Fixo Médulos Opcionais Precedéncias
A3 | Estatistica Al | Geometria
A7 | Probabilidade
B2 | Estatistica Computacional A3 | Estatistica

B3 | Modelos de Funcgdes
B4 | Programacéo Linear
B5 | Jogos e Matematica A3 | Estatistica
B6 Padrdes Geométricos Al | Geometria

Assim, os chamados médulos opcionais destinam-se a escolhas que se considerem as mais
adequadas a natureza e a planificagdo concreta de cada curso.

As cargas horarias dos médulos, sendo de referéncia, deveréo ser ajustadas sempre que, nestas
combinacBes, o seu somatdrio ndo totalize a carga horaria global prevista para a disciplina no
plano curricular do curso.

10
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O Departamento do Ensino Secundario do Ministério da Educagdo ao criar este espaco,
pretende dar uma ajuda a todos os professores na recolha de informagfes Uteis a sua prética
pedagdgica, contribuindo para a sua auto-formacdo e actualizacdo. Nesta pagina podera
encontrar os Programas de Matematica do Ensino Secundario (Programa Ajustado), as
Brochuras de apoio a concretizagdo das orientagdes curriculares, o InforMat, boletim de
informacdo, divulgacdo e debate do ensino da Matematica, apresentacdo de actividades a
desenvolver na sala de aula e de actividades interactivas prontas a serem utilizadas, os
enderecos de paginas da Internet com informacgdes Uteis sobre a Matematica e a Educacgéo
Matemética e destaques com noticias e informacdes Uteis.

ABRANTES, P.; PONTE, J.P. et al.(1999) Investigacdes matematicas na aula e no curriculo. Grupo
Matemética para todos -- investigacdes na sala de aula. Lisboa: Associacao de Professores de
Matemética

ABRANTES, P.; LEAL, L. C.; PONTE, J.P. et al.(1996) Investigar para aprender matematica. Grupo
Matematica para todos — investigacfes na sala de aula. Lisboa: Associacdo de Professores de
Matematica.

Estes livros relinem um conjunto de artigos elaborados no ambito do Projecto Matematica
para Todos a volta da incorporacéo, nas aulas e nos curriculos de matematica, de actividades
de natureza investigativa realizadas pelos estudantes. Segundo os organizadores dos
volumes, as actividades de investigacdo podem ser inseridas, naturalmente, em qualquer
parte do curriculo, representando na verdade um tipo de trabalho que tem um caracter
transversal na disciplina de Matematica. De acordo com os organizadores dos livros o trabalho
realizado por este projecto confirma as potencialidades da actividade investigativa para a
aprendizagem da Matematica e da muitas pistas sobre o modo como ela se pode inserir nas
actividades das escolas.
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GRUPO DE TRABALHO T3-PORTUGAL APM. (1999). Modelacdo no Ensino da Matematica -
Calculadora, CBL e CBR. Lisbhoa: APM.

GRUPO DE TRABALHO T3-PORTUGAL APM. (2002). Func¢des no 3° ciclo com Tecnologia. Lisboa:
APM.

Estas publicagbes contém actividades de modelagdo matematica para utilizagdo na sala de
aula; umas actividades sédo facilmente realizadas com a ajuda de uma calculadora gréafica e as
outras necessitam da utilizacdo de sensores para recolha de dados experimentais; sao
incluidos comentérios e resolugdes das actividades. Os conceitos matematicos envolvidos nas
actividades incluem fungdes definidas por ramos, regressdo, optimizacdo, funcgbes
exponenciais e trigonométricas e fungao quadratica. A primeira publicacdo contém um texto
introdutério sobre o processo de modelacdo matemética e a ligacdo entre a modelagdo
matematica e a modelacdo no ensino da matematica; o texto situa ainda a modelagdo
matematica no contexto dos actuais programas do ensino secundario.

PONTE, J.P.; CANAVARRO, A. P. (1997). Matematica e Novas Tecnologias (Universidade Aberta,
Vol.28). Lisboa: UA.

Este livro fornece uma excelente panorémica da utilizacdo das novas tecnologias na
Matematica e na aula de Matematica. E apresentada uma perspectiva histérica da utilizacéo
das tecnologias na matematica sendo discutidos bastantes exemplos em varias areas
curriculares (numeros, fungbes, geometria, estatistica e probabilidades) e analisados com
algum detalhe vérios tipos de programas de computador (jogos, folhas de calculo, linguagem
LOGO, programas de geometria dindmica). E certamente uma obra de muito interesse para
qualquer professor de Matematica pela ampla perspectiva que oferece.

PRECATADO, A.; GUIMARAES, H. (org.), (2001) Materiais para a aula de Matematica. Lishoa: APM.

Esta publicacdo contém propostas muito variadas de actividades para a sala de aula,
juntamente com um CD contendo os textos das actividades.

PROF. MIGUEL DE GuzMAN OzAMIZ: — http://ochoa.mat.ucm.es/~guzman/ —

Esta pagina é um manancial inesgotavel de informacao relacionada com a Matemética, o seu
ensino e a sua histéria. Salientamos o curso “Laboratério de Matemética”, as actividades e os
textos de divulgacdo matematica.

PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO:
Os Primérdios da Histéria da Matematica: — http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em accao/videos/

Os videos editados pelo Projecto Matematica em Acgédo, sdo excelentes e podem ser usados
(ou apenas um excerto) como forma de motivacdo para a aula de matematica ou para
actividades fora da sala de aula.
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MODULO A1

Geometria ]

Duracéo de Referéncia: 36 horas

1 |Apresentagéo

O ensino da Geometria reveste-se da maior importancia devendo desenvolver uma intuicéo
geométrica e um raciocinio espacial assim como capacidades para explorar, conjecturar,
raciocinar logicamente, usar e aplicar a Matematica. Deve ainda desenvolver capacidades de
organizacdo e de comunicacao quer oral quer escrita. A leccionacdo deste modulo deve levar
em conta as aprendizagens realizadas noutras disciplinas, particularmente naquelas onde ha
trabalho de desenho técnico ou de qualquer tipo de representacdes geométricas.

2 | Competéncias Visadas

Neste modulo de Geometria, a competéncia matematica que todos devem desenvolver inclui os
seguintes aspectos:

a sensibilidade para apreciar a geometria no mundo real e o reconhecimento e a
utilizacéo de ideias geométricas em diversas situacdes e na comunicagao;

a aptidao para utilizar a visualizagdo, a representagéo e o raciocinio espacial na analise
de situacdes problematicas realistas e na resolucéo de problemas;

a aptiddo para formular argumentos validos recorrendo a visualizacdo e ao raciocinio
espacial, explicitando-os em linguagem corrente;

a aptiddo para reconhecer e analisar propriedades de figuras geométricas,
nomeadamente recorrendo a materiais manipulaveis e a tecnologia.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste mdédulo de Geometria, os objectivos de aprendizagem que se pretende que os estudantes
atinjam, s@o os seguintes:

construir modelos (maquetes e desenhos) Uteis e adequados a resolucdo de problemas,
com recurso a medicdes e escalas;

mobilizar resultados matematicos basicos necessarios apropriados para simplificar o
trabalho na resolucédo de problemas;

comunicar, oralmente e por escrito, aspectos dos processos de trabalho e critica dos
resultados;

identificar as vantagens do uso de um referencial;

instalar um referencial numa figura (ou uma figura num referencial) de forma a obter “as
melhores coordenadas";

reconhecer as relacdes entre as coordenadas de pontos simétricos relativamente aos
eixos coordenados e, no espaco, relativamente aos planos coordenados;

escrever a equacao de uma recta representada graficamente e vice-versa.

14
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Médulo Al: Geometria

4 | Ambito dos Contetdos

1. Resolucao de problemas de geometria no plano e no espaco
Alguns topicos que poderao ser estudados na resolucéo de problemas ou em investigagdes:

= estudo de alguns padrdes geométricos planos (frisos);
= estudo das pavimentag¢@es regulares;
= estudo de alguns problemas de empacotamento;
= composi¢édo e decomposi¢do de figuras tridimensionais;
= um problema histérico e sua ligacdo com a Histéria da Geometria.

2. O método das coordenadas para estudar geometria no plano e no espago

= Referenciais cartesianos ortonormados no plano e no espaco. Correspondéncia entre o
plano e IR? entre 0 espaco e IR®;

= Equacdo reduzida da recta no plano e equagao x=Xp.

5 |Situa<;6es de Aprendizagem / Avaliacéo

Tanto em geometria plana como em geometria do espaco a pratica de manipulacdo e
observacdo de figuras e modelos tem um papel central e decisivo no ensino das nocfes
matematicas que estdo em jogo. O professor deve propor actividades de construcdo, de
manipulagcdo de modelos e ligadas a problemas histéricos, fazendo surgir, a partir do problema e
do caminho que se faz para a sua resolucdo, uma grande parte dos resultados tedricos que
pretende ensinar ou recordar. A exploracdo de programas computacionais pode ajudar
eficazmente o estudante a desenvolver a percepcéo dos objectos do plano e do espaco e a fazer
conjecturas acerca de relag8es ou acerca de propriedades de objectos geométricos.

Devem dar-se a conhecer problemas histéricos e propor ao estudante a resolucdo de pelo
menos um. Sera também conveniente dar a conhecer um pouco da Histéria da Geometria a qual
estdo ligados os nomes dos maiores matematicos de todos os tempos (Euclides, Arquimedes,
Newton, Descartes, Euler, Hilbert, entre muitos outros).

Os conhecimentos dos estudantes sobre transformacfes geométricas devem ser tidos em
consideracgdo para serem utilizados e ampliados na resolucéo de problemas concretos.

Mesmo quando ha lugar a resolver um problema por via analitica o professor deve incentivar o
esboco de figuras geométricas de modo a tirar proveito da visualizagdo do problema e a
desenvolver capacidades de representa¢do, ou seja, ndo se deve deixar que o estudante se
limite a resolucéo exclusiva de equagfes e a utilizacdo de férmulas. Para além disso, deve

apelar-se sempre a descricdo, com algum detalhe, do processo utilizado, justificando-o
adequadamente.

Devem apresentar-se aos estudantes problemas que possam ser resolvidos por varios
processos (perspectiva sintética, geometria analitica, transformag¢des geométricas, utilizagcao de
programas de geometria dindmica).

Ao estudante devem ser propostas actividades que o levem a sentir a necessidade e vantagem
do uso de um referencial, quer no plano quer no espaco. O professor pode fornecer figuras e/ou
um referencial numa grelha e pedir a colocacdo da figura ou do referencial para obter as
melhores coordenadas experimentando com vdrias figuras no plano e no espac¢o. Serd vantajoso
que o professor aproveite os problemas com que iniciou o0 mdédulo, recorrendo aos modelos ja
utilizados. No plano, o estudante deve descobrir as relagbes entre as coordenadas de pontos

15



>
Programa de MATEMATICA rCursos Profissionais

simétricos relativamente ao eixo das abcissas, ao eixo das ordenadas e a bissectriz dos
Médulo Al: Geometria

guadrantes impares. No espaco, o estudante deve descobrir as relacdes entre pontos simétricos
relativamente aos planos coordenados e aos eixos coordenados.

O conhecimento da equacgéo reduzida da recta deverd permitir que o estudante saiba escrever a
equacéao de qualquer recta cujo grafico lhe seja apresentado, sem para isso ser necessario fazer
exercicios repetitivos.

Devem explorar-se sempre que possivel as conexdes da Geometria com outras areas da
Matematica e o seu desenvolvimento deve ser aproveitado noutros modulos. Todas as
actividades devem estar ligadas a manipulagdo de modelos geométricos concretos.

Estdo previstas seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial recomendado € que seja
constituida por duas provas, com igual peso, que a seguir se enumeram.

Prova | — um teste escrito com a durac&o de noventa minutos.

Prova Il — apresentacéo oral de um problema, escolhido pelo estudante, e preparado com a
antecedéncia por este escolhida, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste
mddulo. O professor deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do
estudante e apresentando propostas de reformulacdo se necessario). As quatro horas e meia
previstas para esta prova sdo para as actividades de acompanhamento, reformulacéo, eventual
correccao e apresentacao final.

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BASTOS, R. (1997). Geometria:
Matemética —10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1997), contém numerosas sugestfes relevantes para o
presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.

VELOSO, EDUARDO (1998). Geometria - Temas actuais — Materiais para professores.
(Desenvolvimento curricular no Ensino Secundario;11). Lisboa: Instituto de Inovacao
Educacional

Este texto € uma ferramenta indispensavel para qualquer pessoa que queira ensinar
seriamente Geometria em Portugal. E uma obra que cobre inimeros temas de Geometria
elementar (e menos elementar) e contém um manancial de sugestdes de trabalho para
abordar os diferentes aspectos da Geometria. Sdo de salientar os muitos exemplos de Historia
da Matematica que ajudam a perceber a importancia que a Geometria desempenhou na
evolugdo da Matemética, ao mesmo tempo que fornecem excelentes exemplos para uso na
sala de aula ou como proposta de trabalho para clubes de matematica ou ainda para
estudantes mais interessados. E altamente recomendavel a leitura do capitulo | que foca a
evolugdo do ensino da geometria em Portugal e no resto do mundo e ajuda a perceber a
origem das dificuldades actuais com o ensino da Geometria. A tecnologia é usada de forma
“natural® para ‘“resolver - ou suplementar a resolucdo - de problemas, proceder a
investigac@es, verificar conjecturas, etc.".
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Médulo Al: Geometria

GRUPO DE TRABALHO T3-PORTUGAL APM. (1999). Geometria com o Cabri-Géométre. Lisboa:
APM.

Esta publicacdo contém propostas de actividades para utilizacdo na sala de aula, com um
programa de Geometria Dinamica, mas que é faciimente adaptado para qualquer outro
programa do mesmo tipo.

JUNQUEIRA, M.; VALENTE, S.. (1998). Exploracdo de construgbes geométricas dinamicas. Lisboa:
APM.

Esta publicagdo contém propostas de actividades para utilizacdo na sala de aula, com um
programa de Geometria Dindmica, mas que é facilmente adaptado para qualquer outro
programa do mesmo tipo.

APM. (2000). Pasta de actividades - Pavimentac@es. Lishoa: APM.

Esta publicacdo contém propostas de actividades experimentadas num Circulo de Estudos,
desenvolvendo conexfes da geometria com outras areas.

GERDES, P. (2003). Cestaria e Geometria na Cultura Tonga de Inhambane. Maputo: Mocambique
Editora.

Esta publicacdo contém numerosos exemplos dos padrfes dos sipatsi e exemplos de
exploracédo educacional e matematica desses padroes.

GERDES, P. (2000). Lusona - Recreaces Geométricas de Africa. Lisboa: Texto Editora.

Este livro contém problemas geométricos baseados em desenhos tradicionais dos Tchowkwe
de Angola - os (lu)sona.

PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO: Videos
1. O Teorema de Pitdgoras, 2. Semelhancas, 3. O Tunel de Samos
http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em_accao/videos/

Os videos editados pelo Projecto Matematica em Accdo, sdo excelentes, e estes trés
relacionados directamente com a Geometria Elementar podem ser usados (ou apenas um
excerto) como forma de motivacdo para a aula de matematica ou para actividades fora da sala
de aula.
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MODULO A2

Funcdes Polinomiais ]

Duracéo de Referéncia: 36 horas

1 |Apresentagéo

O conceito de funcdo é uma ideia muito importante e unificadora em Matematica por ser uma
representacdo de muitas situacdes reais. As calculadoras, os sensores de recolha de dados e os
computadores, nomeadamente com as folhas de calculo e os programas de gréficos, permitem
gue muito cedo o estudante possa fazer uma abordagem das func¢des sob os pontos de vista
grafico, numérico e algébrico.

A riqueza das situacbes que as representacbes graficas de funcdes permitem descrever
favorece e estimula o raciocinio e a comunica¢do matematica.

As aplicaces e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho natural
para a construcéo de todos o0s conceitos e processos e para a demonstracéo do valor e uso das
técnicas a eles associados. A resolucdo de problemas, com apoio fundamentado e critico da
tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacao para a matematica em cada actividade.

Os conhecimentos sobre fungbes que os estudantes trazem dos ciclos anteriores, vao ser
ampliados com o estudo das fun¢bes quadraticas e cubicas, devendo privilegiar-se o trabalho
intuitivo com fun¢des que relacionem variaveis ligadas as areas de interesse profissional dos
estudantes.

Os estudantes devem reconhecer que o mesmo tipo de fun¢des pode constituir um modelo de
diferentes situacdes problematicas.

2 | Competéncias Visadas

Neste moédulo de FungBes Polinomiais, a competéncia matematica que todos devem
desenvolver, inclui 0s seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar matematica recorrendo a modelacdo com uso das
tecnologias;
= a aptidao para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
diversos tipos de funcdes;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situacdes problematicas e os
seus resultados;
= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, etc.;
= acapacidade de usar uma heuristica para a resolugdo de problemas.
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Moédulo A2: Funcdes Polinomiais

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste mddulo de Fungdes Polinomiais, os objectivos de aprendizagem que se pretende que os
estudantes atinjam, sdo os seguintes:

elaborar modelos para situagbes da realidade do mundo do trabalho, da indistria, do
comércio ou do mundo empresarial utilizando diversos tipos de funcdes;

fazer o estudo de fungdes (dominio, extremos se existirem, zeros, intervalos de
monotonia) descrevendo e interpretando no contexto da situacao;

reconhecer que o mesmo tipo de funcdo pode ser um modelo de diferentes situacdes
realistas;

traduzir representacdes descritas por tabelas ou gréficos;
analisar os efeitos das mudancas de parametros nos gréaficos de fungoes;
usar cenarios visuais gerados pela calculadora para ilustrar conceitos matematicos;

usar métodos graficos para resolver condi¢des cuja resolu¢cdo com métodos algébricos
ndo esteja ao alcance dos estudantes;

utilizar linguagem matemética adequada na elaboracdo, analise e justificacdo de
conjecturas ou na comunicacao de conclusdes.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Resolucéo de problemas envolvendo fun¢des
Esta resolucéo de problemas abrange progressivamente os seguintes temas:

funcdo, grafico (gréfico cartesiano de uma funcdo em referencial ortogonal) e
representacao grafica,
estudo intuitivo de propriedades das funcdes e dos seus gréaficos tanto a partir de um
grafico particular como usando a calculadora gréfica, para as seguintes classes de
funcdes:

= fung¢Bes quadraticas;

» funges cubicas.

As propriedades sugeridas sdo: dominio, contradominio, pontos notaveis (intersecgéo
com os eixos coordenados), monotonia, continuidade, extremos (relativos e absolutos),
simetrias em relacéo ao eixo dos yy e a origem, limites nos ramos infinitos.

Este estudo deve incluir:

= a andlise dos efeitos das mudancas de paradmetros nos gréaficos das familias de
funcBes dessas classes (considerando apenas a variacdo de um parametro de
cada vez);

= transformacgbes simples de fungBes: considerado o grafico da funcao y=f(x),
esbocar o gréafico das funcbes definidas por y=f(x)+a, y=f(x+a), y=af(x), y=f(ax),
com a namero real positivo ou negativo, e descrever o resultado com recurso a
linguagem das transformac8es geomeétricas.
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Moédulo A2: Funcdes Polinomiais

5 |Situag6es de Aprendizagem / Avaliagao

Para as actividades de modelagdo matemética, deve recorrer-se obrigatoriamente a trés tipos de

exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;

= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

Neste modulo, uma énfase especial é dada ao trabalho em grupo com Aplicacdes e Modelacao
Matematica, e em que o0 recurso as tecnologias desempenha um papel fundamental. As
capacidades numéricas e graficas das calculadoras devem ser utilizadas e explicitadas na
resolucéo de problemas, em especial nos que envolvem inequagfes ou outras condi¢des, cuja
resolucdo nao esta ao alcance dos estudantes, com métodos algébricos.

E necesséario proporcionar ao estudante oportunidade para expor um tema preparado, a
resolucdo de um problema ou a parte que lhe cabe num trabalho de grupo. Os trabalhos escritos,
individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatérios ou monografias devem ser
apresentados de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado.

Os estudantes devem determinar pontos notaveis e extremos de forma aproximada (com uma
aproximacdo definida a priori) a partir do grafico tracado na calculadora gréfica ou no
computador.

O estudo das familias de funcdes é propicio a realizacao de pequenas investigacoes.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duracéo de duas
horas cada uma; as provas séao:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentacdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelagdo matematica,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagdo a realizacdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

Prova Ill — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste médulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacdo se necessario).

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1997).
Funcdes: Matematica 10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1997), contém numerosas sugestdes relevantes para o
presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.
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CARAGA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caraca (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertacdo ao pdr em evidéncia como os fundamentos da Matemética mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem dlvida de um dos melhores
livros de Matematica escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolugdo dos conceitos de ndmero, de funcdo e de continuidade, através de numerosas
discussdes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstragcdes pouco
vulgares.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto é um dos mais inovadores dos ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de matematicos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de fungdes reais de uma variavel real tendo como orientagcao
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicbes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentagdo dos conceitos, 0s inimeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracdes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacéo e da Formacéao, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.

BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagéo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fungbes usando
calculadoras gréficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.

PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO: Video
Polinémios — http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em accao/videos/ —

Este video, de excelente qualidade, presta-se a diversos tipos de exploragdes na sala de aula.
E acompanhado de um texto de apoio com sugestdes de actividades.
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MODULO A3

Estatistica ]

Duracédo de Referéncia: 27 horas

1 |Apresentagéo

Algumas nocdes que se tratam neste modulo ja foram abordadas em anos anteriores e, por isso,
€ possivel em qualquer altura reinvestir nestes conhecimentos e completa-los progressivamente.

O estudante devera ficar a saber organizar, representar e tratar dados recolhidos em bruto (ou
tabelados) para dai tirar conclusdes numa andlise sempre critica e sempre consciente dos
limites do processo de matematizacdo da situacdo. E importante que o estudo da estatistica
contribua para melhorar a capacidade dos estudantes em avaliar afirmacdes de caracter
estatistico, fornecendo-lhes ferramentas apropriadas para rejeitar quer certos anuncios
publicitarios quer noticias ou outras informacdes em que a interpretacdo dos dados ou a
realizacdo da amostragem nao tenha sido correcta.

Este médulo fornece uma excelente oportunidade para actividades interdisciplinares,
individualmente ou em grupo, devendo o professor ao definir o plano de trabalho com os
estudantes incentiva-los a recorrer ao computador. No final, os estudantes devem interpretar e
comunicar os resultados a turma fazendo a andlise critica e estando conscientes que modos
diferentes de apresentar as conclusées podem alterar a mensagem.

No estudo deste médulo o estudante deve recorrer a calculadora grafica e ao computador e as
suas potencialidades para resolver muitos dos problemas.

Propbe-se que este mdédulo seja trabalhado num ambiente de realizacdo de projectos, natural
para a aprendizagem contextualizada e significativa.

2 | Competéncias Visadas

Neste médulo de Estatistica, a competéncia matematica que todos devem desenvolver incluiu os
aspectos seguintes:
= a tendéncia para usar a matematica, em combinacdo com outros saberes, na
compreensédo de situacdes da realidade, bem como o sentido critico relativamente a
utilizacdo de procedimentos e resultados matematicos;

= a predisposicdo para recolher e organizar dados relativos a uma situacdo ou a um
fendmeno e para os representar de modos adequados, nomeadamente através de
tabelas e graficos e utilizando as novas tecnologias;

= a aptidao para ler e interpretar tabelas e gréficos a luz de situacdes a que dizem respeito
e para comunicar os resultados das interpretacdes feitas;

= atendéncia para dar resposta a problemas com base na analise de dados recolhidos e
de experiéncias planeadas para o efeito;

= a aptiddo para realizar investigacdes que recorram a dados de natureza quantitativa,
envolvendo a recolha e analise de dados e elaboracado de conclusées;

= 0 sentido critico face ao modo como a informagéo é apresentada.
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Médulo A3: Estatistica

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste modulo de Estatistica, os objectivos de aprendizagem que se pretende que os estudantes
atinjam, sdo os seguintes:

definir o problema a estudar;

realizar recolhas de dados;

organizar e tratar os dados através do calculo das medidas estatisticas (de centralidade
e dispersédo), sua interpretacéo e representacao grafica;

seleccionar as formas de representacao grafica mais adequadas a estatistica a trabalhar
e interpreta-las criticamente;

desenvolver o sentido critico face ao modo como a informacao é apresentada,
comunicar raciocinios e/ou argumentos matematicos quer na forma oral e/ou escrita.
realizar um trabalho de projecto, partindo de uma situacao problematica da vida real
relacionada com percursos profissionais, com necessidades industriais ou comerciais
(controle de qualidade da cadeia de producdo), com rentabilizacdo de recursos
(negociado com os estudantes), garante a concretizagdo dos objectivos que se
pretendem. Por isso, recomenda-se que se desenvolva a aprendizagem usando
metodologias de trabalho de projecto.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Estatistica — Generalidades

Objecto da estatistica. Utilidade na vida moderna.

Recenseamento e sondagem; populacéo e amostra; critérios de seleccdo de amostra de
uma determinada populacéo.

Estatistica descritiva e indutiva.

2. Organizacao e interpretacdo de caracteres estatisticos (qualitativos e quantitativos)

Tipos de caracteres estatisticos: qualitativo e quantitativo (discreto e continuo).

Formas de representacdo: graficos circulares, diagramas de barras/histogramas,
pictogramas, funcdo cumulativa, diagrama de extremos e quartis, tabelas de frequéncias
absolutas e relativas, poligono de frequéncias.

Medidas de localizagéo central: moda/classe modal, média, mediana e quartis.
Medidas de dispersdo: amplitude, variancia, desvio padréo, amplitude inter-quartis.

3. Referéncia a distribui¢cdes bidimensionais (abordagem grafica e intuitiva)

Diagrama de disperséo; dependéncia estatistica e correlagéo positiva e negativa.
Coeficiente de correlacdo e sua variacdo no intervalo.

Definicdo de centro de gravidade de um conjunto finito de pontos; sua interpretacao
fisica.

Recta de regressao: sua interpretacao e limitacdes.
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Médulo A3: Estatistica

5 |Situa(;6es de Aprendizagem / Avaliacao

Neste mddulo, chama-se a atencao para o papel relevante desempenhado pela Estatistica em
todos os campos do conhecimento e a sua utilidade na vida moderna. E importante clarificar
guais os fendmenos que podem ser objecto de estudo estatistico e exemplificar com fenémenos
da vida real, realcando o papel da Estatistica na sua descri¢ao.

A compreensdo do conceito de amostragem e o reconhecimento do seu papel nas conclusdes
estatisticas permite a distincdo entre os estudos e conclusGes sobre a amostra e a
correspondente analise sobre a populacdo. Abordam-se, ainda que intuitivamente, os critérios de
escolha de uma dada amostra: a aleatoriedade, a representatividade e o ser livre de vicios de
concepcao.

A Estatistica € uma ciéncia que trata dos “dados”. Em alguma altura do trabalho deste modulo,
os estudantes precisam de ficar a compreender que num procedimento estatistico estéo
envolvidas, de um modo geral, duas fases:
= uma fase de organizacdo dos dados recolhidos em que se procura reduzir, de forma
adequada, a informacao neles contida - Estatistica Descritiva, e
= uma segunda fase, em que se procura tirar conclusdes e tomar decisdes para um
conjunto mais vasto, de onde se recolheram os dados - Inferéncia Estatistica.

Uma fase importante para o trabalho escolar-profissional € a aquisicdo dos proprios “dados”, que
deve ser significativo até ao ponto de realcar que, no inicio de qualquer estudo estatistico, €
imperioso proceder ao planeamento da experiéncia.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por duas provas, de igual peso, com duas horas para a
realizacdo da primeira prova e quatro horas para a realizacdo da segunda prova, a seguir
enumeradas:

Prova I: apresentacdo oral ou por escrito de um exemplo de uma situacdo problemética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagdo a prova, recorrendo
obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:

= recolha de dados concretos de uma dada situacéo;

= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;

= recortes de jornais.

Prova II: defesa oral do trabalho de projecto realizado neste mddulo, escolhido pelo estudante, e
supervisionado pelo professor, a partir do qual realizou a aprendizagem deste médulo. O
professor deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacéo se necessario).

6 |Bib|iografia/Outros Recursos

MARTINS, M. E. G. (coord.), MONTEIRO, C., VIANA, J., TURKMAN, M.(1997). Estatistica: Matemética
10° ano de escolaridade. Lisboa: ME-DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundéario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matemética (1997), contém numerosas sugestdes relevantes para este
programa, pelo que é de consulta indispensavel
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GRUPO DE TRABALHO T3-PORTUGAL APM. (1999). Estatistica e Calculadoras Graficas. Lisboa:
APM.

Esta publicagdo contém actividades sobre estatistica, redigidas tendo em vista uma possivel
utilizagdo na sala de aula; contém ainda comentarios sobre as actividades e propostas de
resolucdo das mesmas.

MOORE, DAVID (2000). Statistics, The Science of data. For all Practical Purposes: Mathematical
Literacy in Todays World, Part Il, 5th ed. New York: Freeman.

MooRE, DAVID (2000). The Basic of Statistics. New York: Freeman.

MoORE, DAVID (2000). Introduction to the Practice of Statistics. New York: Freeman.

Livros recomendados pela Sociedade Portuguesa de Estatistica para apoio aos professores
de Matematica do Ensino Secundério.

INSTITUTO NACIONAL DE ESTATISTICA E ESCOLA SECUNDARIA TOMAZ PELAYO
Projecto ALEA — http://alea-estp.ine.pt/ —

Esta pagina contém documentos destinados a apoiar o ensino da Estatistica a nivel do ensino
secundario. Além de uma série de paginas com esclarecimentos sobre temas cientificos, tem
paginas com temas da actualidade relacionados com a Estatistica, jogos didacticos, um forum
de discusséo e uma Galeria Virtual com trabalhos de escolas.
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MODULO A4

Funcodes Periddicas ]

Duracédo de Referéncia: 36 horas

1 |Apresentacéo

No ensino basico, os estudantes tiveram contacto com a semelhanca de triangulos e com a
trigonometria. Pretende-se agora que recordem esses conceitos basicos de trigonometria do
angulo agudo, enfrentem situacdes novas em que a generalizacao das noc¢bes de angulo e arco,
bem como das razdes trigonométricas, aparecam como necessérias e aprendam o conceito de
funcdo periddica e de funcdes trigonométricas como modelos matematicos adequados a
responder a problemas.

As aplicacbes e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho a
privilegiar para a construcdo de todos os conceitos e processos e para a demonstracdo do valor
e uso das técnicas a eles associados. A resolucao de problemas, com apoio fundamentado e
critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacdo para a matematica em cada
actividade, devendo privilegiar-se o trabalho intuitivo com fung¢bes que relacionem variaveis
ligadas as areas de interesse profissional dos estudantes.

Os estudantes devem reconhecer que o mesmo tipo de fun¢des pode constituir um modelo de
diferentes situacBes probleméticas. As perguntas colocadas sobre cada situacdo devem
considerar ou levar a necessidade da resolucdo de algumas condicdes com expressdes
trigonométricas.

O professor pode apresentar actividades matematicas em que os estudantes aprofundem as
nocdes ligadas a funcdes trigonométricas e a técnicas de resolucdo de condigbes que nao
devem passar para listas exaustivas de férmulas, antes devem ficar pela compreensdo sempre
ligada & interpretacéo sobre o circulo trigonométrico.

2 | Competéncias Visadas

Neste mddulo de Func8es Periddicas, a competéncia matematica que todos devem desenvolver,
inclui os seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar mateméatica recorrendo & modelagdo com uso das
tecnologias;
= a aptidao para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
funcdes periddicas;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situagdes problematicas e os
seus resultados;
= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, ...
= acapacidade de usar uma heuristica para a resolucdo de problemas.
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Moédulo A4: Fungbes Periodicas

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste médulo de Fungbes Periddicas, 0s objectivos de aprendizagem, que se pretende que os
estudantes atinjam, sdo os seguintes:

apropriar alguns conceitos e técnicas associadas para serem utilizados como
"ferramentas” na resolucdo de problemas que envolvam compreensdo e intervencéo
sobre fendmenos periodicos e seu desenvolvimento;

construir modelos (e maquetes) apropriadas, Uteis a resolugcdo dos problemas e a
generalizagdo das nogbes de angulo e arco, bem como de conceitos como o de radiano,
por exemplo, e as definicdes de seno, co-seno e tangente de um namero real;

identificar as vantagens do uso de referenciais, estabelecendo as conexdes entre o0s
cartesianos e polares no plano;

resolver problemas dentro de situacBes que exijam a resolugcdo de equacdes
trigonométricas simples, a compreensdo das caracteristicas das funcdes circulares
(simetria, paridade e periodicidade), bem como do comportamento das fungBes
trigonométricas como fungdes reais de variavel real (monotonia, extremos, concavidade
e assimptotas);

resolver problemas em que seja necessario analisar a rapidez de crescimento ou
decrescimento da variavel dependente em fendmenos variados, construindo e discutindo
modelos de diversos tipos de fun¢Bes que evidenciem a diferenga de comportamentos
entre as fungGes polinomiais e as fungfes trigonomeétricas;

comunicar, oralmente e por escrito, aspectos dos processos de trabalho e critica dos
resultados.

4 | Ambito dos Conteddos

1. Movimentos Periddicos. Fung¢des Trigonométricas.

Motivacéo: exemplos de movimentos periédicos.
Generalizacdo das no¢des de angulo e arco; radiano.
Seno, co-seno e tangente de um ndmero real.

Resolugéo de equacgdes trigonométricas muito simples.
Utilizacdo das relacdes entre seno, co-seno e tangente.
Funcgdes trigonométricas — dominios, contradominios, etc.
Gréficos das funcdes seno, co-seno e tangente.

Simetria e paridade.

Periodicidade.

2. Resolucao de problemas onde seja necessario escolher o modelo de fungdes mais adequado
a descricao da situacao.

5 |Situa(;6es de Aprendizagem / Avaliacao

O professor precisa de propor problemas de diversos tipos para relembrar a semelhanca de
triangulos e as razdes trigonométricas de angulos agudos. Sao exemplos possiveis o calculo de
distancias directamente inacessiveis. A generalizagdo das nocdes deve ser intuida e
sistematizada a partir de actividades que considerem movimentos circulares. Sdo exemplos
possiveis a “roda gigante” das feiras, a roda da bicicleta, motores, etc. E absolutamente
imprescindivel a insisténcia no circulo trigonométrico.
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Moédulo A4: Fungbes Periodicas

As fungBes trigonométricas podem e devem aparecer como modelos matematicos que
descrevem situacdes mais ou menos complexas. As situacfes apresentadas podem considerar
a recolha e tratamento de dados. As primeiras respostas a eventuais perguntas podem ser
encontradas de forma ingénua e com recurso a tecnologia e representacdes informais. O modelo
gue uma fungdo trigonométrica pode representar deve aparecer como forma mais potente e
geral para encontrar respostas para a situacdo em presenca e para outras situagdes do mesmo
tipo. Exemplos de situagfes: movimento pendular, movimento do brago na marcha, movimento
das marés, roda da bicicleta ou outras situagcdes com movimentos circulares, moldes de pecas,
etc. Antes da modelacdo, deve introduzir-se uma actividade que permita passar do circulo
trigonométrico para o conjunto dos pontos (X, senx) no plano cartesiano.

O estudo das funces trigonométricas deve incluir a andlise de algumas situagées de modelacao
matematica, recorrendo necessariamente a trés tipos de exemplos:
e recolha de dados concretos por meio de calculadoras graficas ou computadores
acoplados a sensores adequados;
e exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
e recortes de jornais.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragdo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentacdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelacdo matemética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relacdo a realizacdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

Prova Ill — apresentacao oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste médulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacé@o se necessario).

6 |Bib|iografia/Outros Recursos

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BAsTOS, R. (1998). Geometria:
Matematica —11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BASTOS, R. (2000). Trigonometria e
Numeros Complexos: Matematica —12° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1998 e 2000), contém numerosas sugestdes relevantes para o
presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.

VITOR TEODORO ((SCT da Educacéo e da Formacédo, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a dUltima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.
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HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto € um dos mais inovadores dos Ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de matematicos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de fungfes reais de uma variavel real tendo como orientagédo
dois principios béasicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numeérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicdes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentacdo dos conceitos, 0s inUmeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiragcfes a
qualquer professor.

BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagéo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fungbes usando
calculadoras gréficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.

CARREIRA, S. (1992). A aprendizagem da trigonometria num contexto de aplicagdes e modelagdo
com recurso a folha de célculo. Lisboa: APM.

Este estudo tem por fundamento a problematica da introdugdo de aplicagdes e modelagdo no
ensino da matemética, encarando a utilizagdo do computador como uma ferramenta de
trabalho na realizacé@o de actividades de construcdo e exploracdo de modelos mateméticos.

PEREIRA, C. ET AL. (1992). A trigonometria esté viva - uma aplicacao da matematica a industria de
moldes. Lisboa: APM.

Este estudo tem por fundamento a problematica da introducéo de aplicagBes e modelagéo no
ensino da matematica, encarando a utilizagdo do computador como uma ferramenta de
trabalho na realizacéo de actividades de construcéo e exploragdo de modelos matematicos.

IME-USP-SP, "E-Calculo" - Funcbes Trigonométricas:
http://www.cepa.if.usp.br/e-calculo/funcoes/trigonometricas/ftrigonometricas.htm

Esta pagina da Universidade de S&o Paulo contém as definicdes bésicas das funcdes
trigonométricas, exemplos, aplicacdes e “apliquetas” interactivas.

PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO: Videos
1. Senos e Cosenos I; 2. Senos e Cosenos Il; 3.Senos e Cosenos Il
http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em_accao/videos/

Os videos editados pelo Projecto Matematica em Accdo, sdo excelentes, e estes trés
relacionados directamente com a Trigonometria Elementar podem ser usados (ou apenas um
excerto) como forma de motivacéo para a aula de matematica ou para actividades fora da sala
de aula.
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[ Funcdes Racionais ]

Duracédo de Referéncia: 36 horas

1 |Apresentacéo

Neste moédulo, os estudantes alargam as funcfes racionais as classes de fungBes que ja
conhecem, e, recorrendo essencialmente a trabalho com a calculadora gréfica e o computador,
tomam contacto com algumas das suas propriedades de modo a ficarem capazes de escolher,
para cada situacdo concreta, o modelo funcional mais adequado.

A tecnologia propicia boas abordagens para resolver problemas e influencia o tipo de questdes a
investigar. Os estudantes usam calculadoras graficas para apoiar as resolugbes e as suas
investigacbes mas poderdo, sempre que possivel, recorrer também aos computadores, utilizar
folhas de célculo, programas de graficos ou de geometria dindmica. O recurso a tecnologia
torna possivel a investigacdo e a conjectura sobre um maior nimero de exemplos.

Em médulos anteriores, os estudantes tiveram contacto com problemas que destacaram o papel
dos conceitos de variavel e de funcdo assim como algumas propriedades das funcdes
polinomiais. E necessario que partam para a resolucéo de novas situacdes tendo como ponto de
partida as experiéncias e conhecimentos anteriores.

As aplicagbes e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho a
privilegiar para a construcdo de todos 0s conceitos e processos e para a demonstragdo do valor
e uso das técnicas a eles associados. A resolucao de problemas, com apoio fundamentado e
critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacdo para a matematica em cada
actividade, devendo privilegiar-se o trabalho intuitivo com funcdes que relacionem variaveis
ligadas as areas de interesse profissional dos estudantes.

Os estudantes devem reconhecer que o mesmo tipo de fun¢des pode constituir um modelo de
diferentes situac¢des problematicas.

2 | Competéncias Visadas

Neste modulo de Fungdes Racionais, a competéncia matematica que todos devem desenvolver,
inclui os seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar matematica recorrendo a modelacdo com uso das
tecnologias;
= a aptiddo para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
funcdes racionais;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situacdes problematicas e os
seus resultados;
= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, ...
= acapacidade de usar uma heuristica para a resolucdo de problemas.
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3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste médulo de Funcdes Racionais, os objectivos de aprendizagem, que se pretende que 0s
estudantes atinjam, sdo os seguintes:

elaborar modelos para situacdes da realidade do mundo do trabalho, da indUstria, do
comércio ou do mundo empresarial utilizando diversos tipos de fungdes;

apropriar alguns conceitos e técnicas associadas e os utilize como "ferramentas” na
resolucdo de problemas que envolvam compreensdao de proporcionalidade inversa,
fraccOes, etc.;

estabelecer relagdes utilizando simultaneamente o estudo gréfico, numérico e analitico
integrando operacdes com polindmios;

analisar os efeitos das mudancas de parametros nos graficos de func¢des;

estudar o comportamento das fungdes racionais para valores "muito grandes” da variavel
e para valores "muito proximos” dos zeros dos denominadores das frac¢des que as
definem;

construir e interprete modelos para situacdes reais utilizando diversos tipos de func¢des
gue evidenciem a diferenca de comportamentos entre as funcdes polinomiais e as
funcBes racionais;

usar métodos graficos para resolver condicdes, melhorando a compreensdo de
eventuais métodos algébricos utilizados ou quando ndo os puder utilizar;

utilizar linguagem matematica adequada na elaboragdo, andlise e justificacdo de
conjecturas ou na comunicacao de conclusées.

4 | Ambito dos Conteddos

1. Fungbes Racionais

Motivacdo: estudo de relacdes numéricas concretas entre varidveis inversamente
proporcionais.

Funcao racional.
Caracteristicas e comportamentos de algumas fungdes racionais:

= y=1/(ax)

= y=1/(axd)

= y=1a(x-h)’]
Assimptotas.

Resolucdo de equacbes e inequacdes com fraccdes no contexto de resolucdo de
problemas.

2. Resolucdo de problemas onde seja necessario escolher o modelo de fungbes mais adequado
a descricao da situacao.

5 |Situa(;6es de Aprendizagem / Avaliacao

E importante que os estudantes saibam como executar procedimentos matematicos mas importa
essencialmente saber quando aplica-los, conhecer as razdes da sua eficacia e adquirir o habito
de validar as suas respostas. E importante que apreciem a natureza e a importancia das
ferramentas matematicas para responderem eficazmente a necessidades especificas de um
dado problema. Pretende-se que o conhecimento do procedimento matematico esteja sempre
ligado ao conhecimento do conceito; dai se deseja que o professor impligue os estudantes na
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resolucdo de problemas ou actividades que envolvam as relagBes entre procedimentos e
conceitos sempre numa perspectiva de explicitar conexdes entre os conteldos. Este é um tema
privilegiado para desenvolver habitos de comunicacao correcta em Matematica com o objectivo
de ampliar a compreensdo dos contetdos, das conexdes e da utilidade dos procedimentos
matematicos.

As situacdes precisam de ser tdo ricas que, para além da mobilizacdo do conceito de funcéo,
exijam esclarecimento de no¢Bes de dominio (em especial no que respeita a analise critica dos
resultados) e a resolucdo de equacdes ou inequaclBes. A apresentacdo de actividades
puramente mateméaticas pode ser considerada para organizar e aumentar a compreensao dos
conceitos e nogbes, mas também para iniciar as técnicas de célculo e resolucao algébrica que
devem ficar apropriadas a um nivel de possivel transferéncia para novas situacoes.

A partir de uma actividade de experimentacdo (como, por exemplo, "A resisténcia do esparguete”
— ver Brochura "Fung¢fes: Matematica 11° ano de escolaridade”, p 129), os estudantes podem
compreender relagbes numéricas entre variaveis inversamente proporcionais € encontrar um
modelo simples de uma funcéo racional. Deverdo proceder, depois, recorrendo as calculadoras
graficas ou ao computador, a investigacdes (ver Brochura "Func¢bes: Matemética 11° ano de
escolaridade”, pp 80, 82 e 83) que os vao conduzir a conjecturar sobre as caracteristicas e
comportamentos de algumas funcdes racionais, em particular a existéncia de assimptotas ou o
comportamento assimptético.

A resolucao de problemas como “O volume constante” (p 90), "As pecas cilindricas”, "Compostos
acidos” (p 91), da brochura "Func¢fes: Matematica 11° ano de escolaridade”, ou equivalentes,
permitird que os estudantes resolvam condigGes e compreendam como se usa a algebra na
resolugdo de problemas reais, mas esta fora do ambito deste programa a insisténcia nos
aspectos algébricos das diferentes classes de funcdes.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragéo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentacdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelagdo matematica,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relacdo a realizagdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;

= recortes de jornais.

Prova Ill — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste médulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacao se necessario).

6 |Bib|iografia/ Outros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1998).
Funcdes: Matematica 11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.
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Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1998), contém numerosas sugestdes relevantes para o
presente programa, pelo que € de consulta indispensavel.

CARAGA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caracga (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertagdo ao por em evidéncia como os fundamentos da Matematica mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem duvida de um dos melhores
livros de Matematica escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolu¢do dos conceitos de numero, de funcdo e de continuidade, através de numerosas
discussoes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstragdes pouco
vulgares.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto é um dos mais inovadores dos ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de matematicos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de fungdes reais de uma variavel real tendo como orientagcao
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicdes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentagdo dos conceitos, 0s inimeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracdes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacao e da Formacao, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a Ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matemética (e da Fisica) do secundario.

NCTM/ADELINA PRECATADO E MARIA DA PAZ - Os corvos e a Matematica: utilizacdo das funcbes
racionais para investigar o comportamento dos corvos.
http://www.apm.pt/recursos/secundario/corvos/

Esta pagina contém a traducdo de uma actividade de modelagdo matematica proposta na
excelente pagina “llluminations” do NVTM, http://illuminations.nctm.org/ , que envolve as
fungdes racionais.

BELLMAN, A. Uma Introducéo Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagdo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fungdes usando
calculadoras graficas e sensores, e estao disponiveis na Internet.
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MODULO A6

[ Taxa de Variacao ]

Duracédo de Referéncia: 27 horas

1 | Apresentagéo

Neste modulo, os estudantes vao utilizar de um outro modo as funcdes lineares e afins, bem
como as polinomiais que ja conhecem. De facto, com vista a dar resposta a algumas situacdes
gue exigem estudo dos comportamentos em intervalos (mais ou menos amplos) de modelos
funcionais, os estudantes encontrardo nas taxas de variacdo sugestdes dessas funcbes. A
calculadora grafica pode fornecer indicacGes seguras de variacdo e taxas de variacdo usando
graficos e calculos numéricos. E, deste modo, os estudantes podem néo s6 abordar problemas
que se refiram a modelos polinomiais ou racionais, mas também fun¢des trigonométricas.

A tecnologia propicia boas abordagens para resolver problemas e influencia o tipo de questdes a
investigar. Os estudantes usam calculadoras graficas para apoiar as resolugdes e as suas
investigacbes mas poderdo, sempre que possivel, recorrer também aos computadores, utilizar
folhas de calculo, programas de gréaficos ou de geometria dindmica. O recurso a tecnologia torna
possivel a investigacao e a conjectura sobre um maior nimero de exemplos.

As aplicacbes e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho a
privilegiar para a construcdo de todos os conceitos e processos e para a demonstracao do valor
e uso das técnicas a eles associados. A resolucao de problemas, com apoio fundamentado e
critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacdo para a matematica em cada
actividade, devendo privilegiar-se o trabalho intuitivo com fungBes que relacionem variaveis
ligadas as areas de interesse profissional dos estudantes.

Os estudantes devem reconhecer que o mesmo tipo de fun¢Bes pode constituir um modelo de
diferentes situacdes problematicas.

2 | Competéncias Visadas

Neste médulo de Taxa de Variacdo, a competéncia matematica que todos devem desenvolver,
inclui os seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar mateméatica recorrendo & modelagdo com uso das
tecnologias;
= a aptidao para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
funcdes polinomiais, racionais e trigpnométricas;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situagdes problematicas e os
seus resultados;
= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, etc.;
= acapacidade de usar uma heuristica para a resolucdo de problemas.
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3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste modulo de Taxa de Variagdo, os objectivos de aprendizagem, que se pretende que os
estudantes atinjam, sdo os seguintes:

= apropriar alguns conceitos e técnicas associadas que utilize como "ferramentas” na
resolucdo de problemas que envolvam variacoes;

= interpretar fisica e geometricamente os conceitos de taxa média de variagdo e (a um
nivel ainda que intuivo) de taxa de variagdo num ponto;

= utilizar simultaneamente os estudos gréafico, numérico e analitico de funcdes, para
conjecturar e provar resultados;

= analisar efeitos das mudangas de pardmetros nos gréficos de funcdes e nas respectivas
taxas de variacao;

= estudar o comportamento das fun¢des estudadas na sua relacdo com valores e sinais
das taxas de variacdo em pontos do dominio;

= construir e interpretar modelos para situacdes reais utilizando diversos tipos de funcdes
gue evidenciem a diferenca de comportamentos entre os diversos tipos de funcdes,

utilizando célculos das taxas de variacdo com recurso a calculadora gréfica ou ao
computador.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Taxa de variacé@o
= Taxa de variagdo média: nogédo e calculo.
= Interpretacdo geométrica e fisica das taxas de variagdo (média e num ponto).
= Taxas de variacdo com func¢des polinomiais, racionais e trigopnométricas simples.

= Relagdes entre valores e sinais das taxas de variacdo e comportamentos dos gréaficos
das funcbes (monotonia, ...).

2. Resolucéo de problemas onde seja necessario escolher o modelo de fungdes mais adequado
a descricao da situacao.

5 |Situag€)es de Aprendizagem / Avaliacéo

Os estudantes deverdo chegar a compreender e explicar a razdo para uma fun¢éo linear ser um
bom modelo de estudo das variacBes da distancia em funcdo do tempo no movimento de um
objecto que se move em linha recta com velocidade constante e deverdo saber explicar o
significado dos diversos parametros nos modelos desse tipo. Do mesmo modo, para um movel
gue ndo se desloque a velocidade constante mas com aceleracdo constante (tal como a queda
de um objecto sob influéncia da gravidade e ignorando a resisténcia do ar) o estudante deve
encontrar, como modelo matematico apropriado, a funcdo quadratica. Os estudantes devem
compreender o significado de uma velocidade negativa. O sensor de movimento permite boas
experimentacdes para estas situacoes.

Também problemas como "A bola no plano inclinado” , "O custo marginal" e "Lancamento de
um projéctil" (ver Brochura Func¢des: Matematica — 11° ano de escolaridade (pp 100, 112 e 113))
permitirdo que os estudantes se aproximem dos conceitos de taxa média de variagdo e de taxa
de variacdo, bem como das respectivas interpretacbes geométricas. Os estudantes devem
compreender o conceito de velocidade média num dado intervalo de tempo e aproximar-se
intuitivamente do conceito de velocidade instantdnea, e devem ser capazes de relacionar esses
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conceitos com o0s respectivos significados geométricos. A utilizacdo da calculadora e do
computador (recorrendo a software adequado) serdo excelentes auxiliares para a aquisi¢éo
destas nog¢des. O recurso a sensores permitira experiéncias interessantes.

Para efeitos da abordagem da taxa de variacdo em fungdes trigonométricas, as actividades “O
cabo mais curto”, “Cone de luz”, “Volume de um cone”, “Roda gigante” das pp 100 a 103 da
brochura de “Geometria;: Matematica 11° ano de escolaridade” podem ser utilizadas com ligeiras
adaptacfes. Todas estas actividades ndo mobilizam mais que opera¢des com recurso a
calculadora gréfica.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragdo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentagdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelagdo matemdtica,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagdo a realizagdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

Prova Ill — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste modulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacao se necessario).

6 |Bib|iografia/Outros Recursos

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BAsTOS, R. (1997). Geometria:
Mateméatica —10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1998).
Func@es: Matematica 11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1999).
Funcdes: Matematica 12° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Estas brochuras, editadas pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o
Ajustamento dos Programas de Matematica, contém numerosas sugestdes relevantes para o
presente programa, pelo que sdo de consulta indispenséavel.

CARAGA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caraca (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condigdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertacdo ao pér em evidéncia como os fundamentos da Matematica mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem divida de um dos melhores
livros de Matemética escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolu¢do dos conceitos de numero, de fungédo e de continuidade, através de numerosas
discussoes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstracdes pouco
vulgares.
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HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto € um dos mais inovadores dos Ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de matematicos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de fungfes reais de uma variavel real tendo como orientagédo
dois principios béasicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numeérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicdes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentacdo dos conceitos, 0os inUmeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracfes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacéo e da Formacéo, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.

BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagéo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagBes fornecem muitos exemplos para trabalho com fung¢des usando
calculadoras gréficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.

IME-USP-SP, "E-Céalculo" - Derivadas:
http://www.cepa.if.usp.br/e-calculo/body der.htm

Esta pagina da Universidade de S&o Paulo contém discussdes e exemplos das nocdes de
taxa de variagdo média e de taxa de variagdo (instantdnea ou pontual) e respectiva
interpretacdo geométrica (incluindo uma “apliqueta” interactiva).

WANER, STEFAN AND COSTENOBLE, STEVEN R. "Applied Calculus" - Average Rate of Change:
http://people.hofstra.edu/faculty/Stefan_Waner/RealWorld/tutorials/frames2_1.html

Uma actividade interactiva muito simples de introducdo ao estudo da taxa média de variacédo
(em inglés).
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Probabilidade ]

Duracédo de Referéncia: 21 horas

1 |Apresentacéo

A modelacdo de fenébmenos que, ndo sendo passiveis de ser descritos por leis deterministicas,

encontram nos modelos de probabilidade uma boa alternativa a sua descrigdo, é a principal
motivacao para a organizacao dos conteddos programaticos deste médulo.

Recorrendo ao argumento de simetria facilmente se introduzem modelos muito simples que iréo
permitir uma primeira abordagem a no¢édo de acontecimento e a apresentacdo da Regra de
Laplace. Seguidamente passar-se-a a apresentacao formal de modelo de probabilidade no caso
muito particular em que o espaco de resultados é finito e contido no conjunto dos numeros reais.
Definindo acontecimento, neste caso particular, como sendo qualquer dos subconjuntos do
espaco de resultados torna-se possivel ilustrar, através de exemplos, algumas das propriedades
da probabilidade (probabilidade da unido, do complementar e da diferenca).

Também importante é a nocdo de probabilidade condicional. Esta é, em geral, intuitiva quando
aplicada no célculo de probabilidades de cadeias de acontecimentos (ao retirar bolas de uma
urna sucessivamente, sem reposicdo, a composicdo da urna altera-se e a probabilidade de se
retirar certo tipo de bola depende dos tipos de bolas que sairam nas extrac¢des anteriores).

Dada a sua relevancia, inclui-se também neste mddulo de Probabilidade, um breve estudo do
modelo Normal. Muitas variaveis ligadas a fenémenos naturais (altura de um individuo, perimetro
do tronco de uma arvore, peso de um certo tipo de fruto, etc.) podem ser encaradas como
resultantes do contributo (de forma aditiva) de muitas grandezas aleatdrias e, como tal, o
Teorema do Limite Central justifica a utilizacdo do modelo Normal na sua modelacao.

2 | Competéncias Visadas

Neste médulo de Probabilidade, a competéncia que todos devem desenvolver inclui os seguintes
aspectos:

= compreensao da diferenca entre fendmeno deterministico e fenébmeno aleatorio;

= construcdo de modelos de probabilidade para situacdes simples em que se admita como
razoavel o pressuposto de simetria ou equilibrio;

= apreensdo das propriedades basicas de uma funcéo massa de probabilidade;
= compreensdo da noc¢éo de probabilidade condicional,

= conhecimento das propriedades da probabilidade e sua utilizagdo no calculo da
probabilidade de acontecimentos;

= conhecimento do modelo Normal ou Gaussiano e suas propriedades.
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3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste modulo de Probabilidade, os objectivos de aprendizagem que se pretende que o0s
estudantes atinjam, sdo os seguintes:

= saber calcular a probabilidade de alguns acontecimentos a partir de modelos propostos;

= identificar acontecimentos em espacos finitos;

= mostrar a utilidade das arvores de probabilidades como instrumento de organizacao de
informacéo quando se esta perante uma cadeia de experiéncias aleatérias;

= jlustrar a forma de célculo de probabilidades de acontecimentos utilizando uma arvore de
probabilidades;

= calcular probabilidades com base na familia de modelos Normal recorrendo ao uso de
uma tabela da funcdo de distribuicdo de uma Normal Standard ou, em alternativa,
utilizando a calculadora.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Fendbmenos aleatdrios.

2. Argumento de Simetria e Regra de Laplace.

3. Modelos de probabilidade em espacos finitos. Variaveis quantitativas. Fungao massa de
probabilidade ou distribuicdo de probabilidade.

4. Probabilidade condicional. Arvore de probabilidades. Acontecimentos independentes.

5. Modelo Normal.

5 |Situa<;6es de Aprendizagem / Avaliacéo

O programa deste mddulo inicia-se com a distingdo entre fenémeno aleatério e ndo aleatério. A
sensibilizacdo dos estudantes para este tema devera ser desenvolvida através de exemplos de
fendbmenos fisicos com leis deterministicas (como a queda de um grave, movimento de um
péndulo,...) e de exemplos de fendmenos que se podem considerar aleatérios devido a grande
complexidade das leis fisicas subjacentes (movimento de um dado ao ser langado, movimento
das particulas numa nuvem de pd, temperatura maxima observada numa data futura,...). Os
modelos de probabilidade surgirdo assim como uma boa solucdo para a modelacdo de
fendmenos aleatorios.

Os modelos de probabilidade mais simples séo os que descrevem os chamados “jogos de azar”.
Aqui é quase sempre possivel encontrar um espaco de resultados para cujos elementos, a
partida, ndo se tem razdo para admitir que ndo tenham igual probabilidade de ocorrer. Ao
construir estes modelos pretende-se, ndo sé, que os estudantes sejam capazes de entender o
argumento de simetria que esta subjacente a atribuicdo de probabilidades, como que tenham
uma primeira abordagem & nogéo de acontecimento. E também este o bom momento para a
apresentacdo da Regra de Laplace como regra de célculo de probabilidades em espacos finitos
e equiprovaveis (note-se que nao se justifica, neste médulo, o estudo de modelos para situactes
gue obriguem a utilizar técnicas de contagem que envolvam célculo combinatério). Numa fase
seguinte, recorrendo a Regra do Produto, os estudantes deverdo ser também capazes de
modelar experiéncias aleat6érias um pouco mais complexas, que envolvam o encadeamento de
experiéncias elementares.
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Este topico deve ser finalizado com a apresentacéo e discussdo com os estudantes de alguns
exemplos de fenémenos aleatérios para os quais ndo faca sentido utilizar argumentos de
simetria.

Segue-se a apresentacao formal de modelo de probabilidade, no caso muito particular em que o
espaco de resultados é finito e contido no conjunto dos nimeros reais. A funcdo massa de
probabilidade ou distribuicdo de probabilidade € aqui o elemento basico de trabalho e o
estudante devera compreender a sua utilidade e conhecer bem as suas propriedades. Definindo
acontecimento, neste caso particular, como sendo qualquer dos subconjuntos do espac¢o de
resultados, o professor devera aproveitar a oportunidade para ilustrar, através de exemplos,
algumas das propriedades da probabilidade (probabilidade da unido, do complementar e da
diferenca).

No tépico de probabilidade condicional, sugere-se que esta nocdo comece por ser dada de
forma intuitiva, recorrendo a exemplos com cadeias de acontecimentos, onde o resultado obtido
numa certa fase afecte de forma conhecida a probabilidade de ocorréncia de acontecimentos
decorrentes da fase seguinte (ao retirar bolas de uma urna sucessivamente, sem reposi¢do, a
composicdo da urna altera-se e a probabilidade de se retirar certo tipo de bola depende dos tipos
gue sairam nas extracgBes anteriores). Deve-se pedir aos estudantes que calculem a
probabilidade de ocorréncia de cadeias simples de acontecimentos aproveitando para lhes
propor esquemas em arvore como forma de organizacdo da informacao disponivel. A partir de
informacéo registada numa tabela de contingéncia os estudantes deverdo ser capazes de
calcular correctamente probabilidades condicionais. A definicdo de probabilidade condicional
podera entdo ser apresentada comecando por representar a informacéo da tabela num diagrama
de Venn.

No dUltimo tépico deste modulo, “Modelo Normal’, pretende-se que o estudante tome
conhecimento de um dos modelos mais importantes, tanto para a modelacdo de fenébmenos
aleatérios como para estudos estatisticos de natureza inferencial. Este € um modelo cujo suporte
€ todo o conjunto dos numeros reais e devera ser introduzido recorrendo a um enunciado
simplificado do Teorema do Limite Central. Deverao ser referidas as principais caracteristicas de
um modelo Normal ou Gaussiano e o estudante devera saber calcular probabilidades com base
nesta familia de modelos, utilizando, quer uma tabela da fun¢éo de distribuicdo de uma Normal
Standard quer a maquina de calcular.

Estdo previstas neste moédulo quatro horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por duas provas; as provas sao:

Prova | — apresentacéo oral ou por escrito de um exemplo de uma situacao de problematica,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagéo a realizagdo da prova.

Prova Il — apresentagéo oral de um trabalho realizado neste médulo, escolhido pelo estudante,

e supervisionado pelo professor. O professor deve acompanhar de forma especial esta prova
(orientando o trabalho do estudante e apresentando propostas de reformulagéo se necessario).

6 |Bib|iografia/Outros Recursos

GRACA MARTINS, M. E. (1998) — Introducdo as Probabilidades e a Estatistica. Sociedade
Portuguesa de Estatistica.

GRACA MARTINS, M. E. , CERVEIRA, A. (1998) — Introducdo as Probabilidades e a Estatistica.
Universidade Aberta.
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MENDENHALL. W. BEAVER, R. (1994) — Introduction to Probability and Statistics. Duxbury

Press.

MOORE, D. (1997) — Statistics — Concepts and Controversies. Freeman.

MOORE, D. (1995) — The Basic Practice of Statistics, Freeman.

MOORE, D., McCABE, G. (1993) — Introduction to The Basic Practice of Statistics, Freeman.

PARZEN, E. (1969) — Modern Probability Theory and Its Applications. New York. Wiley.

THIESSEN, H. (1997) — Measuring the Real World. John Wiley & Sons.

Paginas na Internet

PrRoJECTO ALEA — http://alea-estp.ine.pt

Desta pagina recomenda-se, em especial, o topico “no¢des de probabilidade” a que se acede
directamente a partir da pagina inicial.

Recursos na Internet

TEXTO DE APOIO AO TOPICO “MODELOS DE PROBABILIDADE” DO PROGRAMA DE MATEMATICA PARA AS
CIENCIAS Soclals (elaborado por Luisa Canto e Castro e Maria Eugénia Graca Martins).

Este texto encontra-se em disponivel em http://www.dgidc.min-edu.pt/mat-no-sec/
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Modelos Discretos ]

Duracédo de Referéncia: 27 horas

1 |Apresentacéo

Pretende-se que os estudantes desenvolvam a capacidade de modelar e resolver situacdes
envolvendo sequéncias numéricas.

Modelos de crescimento linear ou ndo linear podem resultar da abordagem de situacdes
realistas.

A folha de célculo pode ser utilizada como meio de organizar os dados e realizar os calculos
necessarios para resolver problemas apresentados, mas também como meio eficaz de estudar
os efeitos da alteragdo de dados iniciais numa sequéncia de célculos. O trabalho com a folha de
calculo na procura de solugfes e na descoberta dos efeitos desta ou daguela mudancga é por si
s6 uma aprendizagem importante para os estudantes dos cursos profissionais. Os estudantes
podem também aprender a gerar termos de uma sequéncia na modelacdo ou estudo de
situagdes reais. E aconselhavel a visualizacdo dos gréaficos correspondentes as situacdes
criadas e geridas a partir de listas de dados na folha de célculo.

Algumas das situacdes previstas para utilizar a folha de calculo podem também ser abordadas
usando a calculadora grafica.

2 | Competéncias Visadas

Neste mddulo de Modelos Discretos, a competéncia matematica que todos devem desenvolver,
inclui os seguintes aspectos:
= aaptidao para representar relagfes funcionais de varios modos e passar de uns tipos de
representacdo para outros, usando regras verbais, tabelas, graficos e expressdes
algébricas e recorrendo, nomeadamente, a tecnologia grafica;
= a aptiddo para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
modelos discretos;
= a predisposicao para procurar padrdes e regularidades e para formular generalizacdes
em situacdes diversas, nomeadamente em contextos numéricos e geométricos;
= a predisposi¢do para procurar e explorar padrdes numéricos em situagdes matematicas
e ndo matematicas e o gosto por investigar relacdes numeéricas;
= a predisposicao para procurar e explorar padrées geométricos e o gosto por investigar
propriedades e relacdes geométricas;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situagdes problematicas e os
seus resultados;
= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, etc.;

= acapacidade de usar uma heuristica para a resolucdo de problemas.
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3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste modulo de Modelos Discretos, os objectivos de aprendizagem que se pretende que os
estudantes atinjam sdo os seguintes:

reconhecer e dar exemplos de situagcbes em que os modelos de sucessBes sejam
adequados;

usar uma folha de célculo para trabalhar numeérica e graficamente com sucessoes.

reconhecer e dé exemplos de situacbes em que 0os modelos de progressdes aritméticas
ou geométricas sejam adequados;

distinguir crescimento linear de crescimento exponencial;
investigar propriedades de progressdes aritméticas e geométricas, numérica, grafica e
analiticamente;

resolver problemas simples usando propriedades de progressdes aritméticas e de
progressfes geométricas.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Sucessoes

Motivacao: estudo de relagdes numéricas concretas
A sucessao real como funcédo de variavel natural:

= Sucessao;

= Modos de definir uma sucessao;

= Representacdo gréafica de uma sucesséo;

= Sucessdes mondétonas;

= Sucessodes limitadas.
Progresso@es aritméticas

= Expresséo de U, em fungdo de N;

= Somade N termos consecutivos.
Progressbées geométricas
= Expresséo de U, em funcéo de N,

= Somade N termos consecutivos.
Comparacao entre o crescimento linear e o crescimento exponencial (ou geométrico)

n

N 1
Estudo intuitivo da sucessdo de termo geral |1+ — | num contexto de modelagdo
n

matematica:
nb
= SituacBes problematicas em que a sucessdo de termo geral [1+—j seja um
n

bom modelo;

= Primeira definicdo do nimero €.

2. Resolucéo de problemas onde seja necessario escolher o modelo discreto mais adequado a
descri¢do da situacgéo.
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5 |Situag6es de Aprendizagem / Avaliagao

Sucessodes

As sucessbes aparecem como uma forma de organizar possiveis resolucdes para situacdes
problematicas que sdo apresentadas, com base em aspectos da realidade (social) e em
aspectos do estudo das diversas ciéncias (Matematica incluida). O estudo das sucessfes pode e
deve servir para evidenciar conexdes entre a matematica e as outras disciplinas: a introducéo do
conceito de sucessdo e das suas propriedades pode ser feita propondo varios problemas.
Exemplos sugestivos podem versar assuntos diversos: da geometria - por exemplo,
comprimento da espiral construida a partir de quartos de circunferéncias, da economia, etc.

Progressotes

As situacbes apresentadas neste tema podem ser de crescimento linear e introduzir as
progressfes aritméticas e podem ser de crescimento exponencial e servir de motivo para a
abordagem das progressdes geométricas. Podem ainda ser apresentadas situa¢des para outros
tipos de crescimento.

Os estudantes encontrardo o poder das exponenciais explorando problemas classicos tais como
“os gréos de milho no tabuleiro de xadrez”, “evolucdo de um capital sofrendo juros simples ou
acumulados”, “crescimento de uma populacdo”,.... Outros problemas do tipo de “a geracéo de
coelhos de Fibonacci”, “sequéncias de niumeros (nameros triangulares, quadrangulares, ...)" ou
equivalentes vao permitir encontrar o conceito de sucessao e as diferentes formas de as definir

(incluindo o método recursivo), bem como interessantes representacdes gréaficas.

Os estudantes perante experiéncias de modelacdo de crescimentos devem compreender e
estabelecer as diferencas entre as relagbes aditivas @, =a,+I e as multiplicativas

a,,, = a, *r e asua correspondéncia com as expressdes y =ax+bey =ab”.

O estudante pode ser solicitado a estudar, por exemplo, a curva de Von Koch ou o poliedro
fractal. Os estudantes encontrardo assim uma interessante caracteristica das figuras fractais
enquanto utilizam propriedades das progressoes.

Os estudantes podem ainda estudar sequéncias de somas parciais e descobrir que encontram
uma funcdo quadratica como formula da soma de Ntermos de uma progresséo aritmética e uma
funcdo exponencial (abordada de forma totalmente intuitiva) na progresséo geométrica.

Os estudantes poderdo fazer investigagGes sobre outras caracteristicas destas sucessodes e
mesmo chegar a caracterizar e a usar representacfes tabelares das primeiras diferencas,
segundas diferengas e razdes de termos sucessivos relacionando-os com os modelos linear,
guadratico e exponencial. Poderéo usar estas caracteristicas para escolher modelos apropriados
a situacdes contextualizadas.

Estdo previstas neste modulo quatro horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado € que seja constituida por duas provas, com igual peso, com uma duracdo de
duas horas cada uma; as provas sao:

Prova | — apresentacao oral ou por escrito de uma situagdo de modelacdo matemaética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagdo a realizagdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;

= recortes de jornais.
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Prova Il — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste modulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacao se necessario).

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1998).
Funcdes: Matematica 11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1998), contém numerosas sugestbes relevantes para o
presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.

CARACA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caraca (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertacdo ao pdr em evidéncia como os fundamentos da Matemética mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem divida de um dos melhores
livros de Matematica escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolugdo dos conceitos de ndmero, de funcdo e de continuidade, através de numerosas
discussdes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstragcdes pouco
vulgares.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto € um dos mais inovadores dos Ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de mateméticos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de fungfes reais de uma variavel real tendo como orientagédo
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numeérica e algebricamente) e o0 Modo de Arquimedes (Definicdes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentacdo dos conceitos, 0s iniUmeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracfes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacéo e da Formacéo, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.

BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagéo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fung¢des usando
calculadoras gréficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.
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PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO: Videos
Os primérdios da Historia de Matematica — http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em_accaol/videos/ —

Este video foca algumas nog8es béasicas da Matemética, salientando as contribuicbes mais
marcantes que, ao longo de muitos séculos, levaram ao aparecimento do Calculo. Além de
uma descrigdo narrativa, utiliza a animacdo por computador para tratar alguns dos temas,
constituindo um instrumento utilissimo para a didactica da Matematica.

ALMADA, SiLVIA — LivioWeb de Anélise Matematica
Sucessdes — http://www.mat.uc.pt/~me0203/LivroWebAM/sucessoes.htm| —

Esta péagina contém uma compilagdo de paginas da Internet Gteis para uma introducdo ao
estudo das sucessfes, com particular atencdo as nogles de sucessdo convergente,
divergente, limitada e monétona.

KNOTT, RON — Fibonacci Numbers and Nature
http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/R.Knott/Fibonacci/fibnat.html

Uma pagina completissima sobre as principais aplica¢cdes dos niumeros de Fibonacci (coelhos,
abelhas, espirais, flores, etc.). Inclui também sugest6es de investigagdes.

BIGODE, ANTONIO JOSE LOPES — NUmeros figurados
http://www.matematicahoje.com.br/telas/Autor/artigos/artigos publicados.asp?aux=NFigurados

Uma proposta de exploragéo educativa dos numeros figurados.

EscoLA SECUNDARIA DE DONA LuisA DE GUSMAO, LISBOA - Sucessdes: Curva de Van Koch,
Tapete de Sierpinski, Supercubo
http://www.esec-luisa-gusmao.rcts.pt/departamentos/departamento _matematica/fractais.htm

Esta péagina contém algumas actividades interessantes para usar na sala de aula
(acompanhadas de exemplos de resolucéo).

CAPELA XADREZ CLUBE — As origens do xadrez
http://www.clubedexadrez.com.br/portal/capelaxadrezclube/origens.htm

Uma pagina onde se conta a lenda do Raja que riu da modéstia de um bramane e recebeu
uma valente licdo.
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MODULO A9

Funcodes de Crescimento ]

Duracédo de Referéncia: 27 horas

1 | Apresentagéo

Pretende-se que os estudantes desenvolvam a capacidade de modelar e resolver situacdes
envolvendo modelos continuos néo lineares: a exponencial, a logaritmica e a logistica. Modelos
de crescimento nao linear podem resultar da abordagem de situacdes realistas.

Em muitos problemas as variaveis tomam valores que pertencem a modelos nao lineares. De
entre 0s modelos ndo lineares, sdo importantes e interessantes as exponenciais da forma

y= a(bx).

Tarefas como “EliM&Minacao” (brochura F12, pag 98) ou experimentais do tipo de “o
arrefecimento de agua numa chavena” com sensores de temperatura e uma calculadora grafica
ou um computador, permitem nédo s6 aos estudantes ajustar fun¢des que ndo sdo de quaisquer
dos tipos anteriormente estudados, mas também sugerir-lhes prolongamentos do estudo que
possam ter feito das progressdes geométricas.

Os modelos exponenciais podem ser introduzidos para resolver problemas de evolucdo de
populacdes, poluicdo, temperaturas, drogas no sangue, materiais radioactivos, etc., alguns deles
ja abordados a um certo nivel quando da abordagem das progressdes geométricas.

A folha de calculo pode ser utilizada como meio de organizar os dados e realizar os calculos
necessarios para resolver problemas apresentados, mas também como meio eficaz de estudar
os efeitos da alteragdo de dados iniciais numa sequéncia de calculos. O trabalho com a folha de
calculo na procura de solugfes e na descoberta dos efeitos desta ou daguela mudanca é por si
s6 uma aprendizagem importante para os estudantes dos cursos profissionais. Os estudantes
podem também aprender a gerar termos de uma sequéncia na modelacdo ou estudo de
situacdes reais. E aconselhavel a visualizacdo dos graficos correspondentes as situacdes
criadas e geridas a partir de listas de dados na folha de célculo.

Algumas das situacdes previstas para utilizar a folha de calculo podem também ser abordadas
usando a calculadora grafica.

2 | Competéncias Visadas

Neste modulo de FungBes de Crescimento, a competéncia matematica que todos devem
desenvolver, inclui 0s seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar matematica recorrendo a modelacdo com uso das
tecnologias;
= a aptidao para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
modelos de crescimento néo linear;
= a aptidao para representar relacdes funcionais de varios modos e passar de uns tipos de
representacdo para outros, usando regras verbais, tabelas, graficos e expressdes
algébricas e recorrendo, nomeadamente, a tecnologia grafica;
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a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situagGes problematicas e os
seus resultados;

a aptiddo para usar equacdes e inequacBes como meio de representar situacdes
problematicas e para resolver equagfes, inequaces e sistemas, assim como para
realizar procedimentos algébricos;

a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto grafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, etc.;

a sensibilidade para entender o uso de fungdes como modelos matematicos de
situacbes do mundo real, em particular nos casos em que traduzem situagbes de
crescimento néo linear;

a capacidade de usar uma heuristica para a resolucéo de problemas.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste modulo de Fungdes de Crescimento, 0s objectivos de aprendizagem que se pretende que
0s estudantes atinjam s&o os seguintes:

reconhecer e dar exemplos de situacdes em que 0s modelos exponenciais sejam bons
modelos quer para 0 observado quer para o esperado;

usar as regras das exponenciais e as calculadoras graficas ou um computador para
encontrar valores ou gréaficos que respondam a possiveis mudancas nos parametros;

interprete uma fungéo e prediga a forma do seu grafico;

descrever as regularidades e diferengas entre padres lineares, quadraticos,
exponenciais, logaritmicos e logisticos;

obter formas equivalentes de expressfes exponenciais;

definir o nimero € (segunda definicao) e logaritmo natural;

resolver equactes simples usando exponenciais e logaritmos (no contexto da resolucao
de problemas);

resolver, pelo método gréfico, inequacdes simples usando as funcdes exponenciais,
logaritmicas e logisticas (no contexto da resolucao de problemas);

resolver problemas simples e de aplicacdo usando diferentes modelos de fungfes de
crescimento.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Func@es de Crescimento

Motivacéo: estudo de situacdes reais de outras areas cientificas.
Funcé&o exponencial de base superior a um.
= Estudo das propriedades analiticas e gréficas da familia de fungBes definidas
por f:x—a*,a>1;
= Regras operatérias das funcdes exponenciais;
= Crescimento exponencial.
Fungc&o logaritmica de base a(a >1). Logaritmo de um namero.

= Logaritmo de um ndmero;

= Funcdo logaritmica;

= Regras operatorias de logaritmos;

= Comparacéo de crescimento de funcdes.
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= Funcéo logistica.

. a
= Propriedades da funcéo logistica fixe N k<0
b+ ce

= Comparacao de crescimento de fungdes.
= Resolucdo de equacdes e inequacdes no contexto de resolucdo de problemas.
2. Resolugéo de problemas onde seja necessério escolher o modelo de fungfes mais adequado
a descricdo da situacao.

5 |Situag6es de Aprendizagem / Avaliagao

As fungdes de crescimento aparecem como uma forma de organizar possiveis resolucdes para
situacBes problematicas que sdo apresentadas, com base em aspectos da realidade (social) e
em aspectos do estudo das diversas ciéncias (Matemética incluida). O estudo das funcbes pode
e deve servir para evidenciar conexdes entre a matematica e as outras disciplinas: a introducéo
e o trabalho das funcdes de crescimento e das suas propriedades podem ser feitos propondo
varios problemas. Exemplos sugestivos podem versar assuntos diversos: da Biologia - por
exemplo, crescimento de uma dada populacdo, da Quimica — a desintegracdo radioactiva, da
propagacéo de ruidos (boatos), de manchas de poluicdo, do desenvolvimento florestal, etc.

Os estudantes podem reconhecer o logaritmo como solucdo de equacBes exponenciais e a
funcao logaritmica como inversa da exponencial.

Problemas como “A constru¢do da barragem” (Brochura Fungdes 12, pag.133) permitirdo que o
estudante reencontre o conceito de limite ou de assimptota.

Tarefas como “Sismos na Internet” (Brochura Func¢8es 12, pag.137) permitirdo que o estudante
reconheca propriedades dos logaritmos e estude, aplicada a esta funcdo, a taxa de variacédo
num ponto.

As tarefas do tipo “Matematica e Musica” (Brochura Funcgfes 12, pag.84-96 e pag. 140-145) em
gue o estudante, usando sensores de som e calculadoras ou computadores, determina as
frequéncias de notas de uma escala musical e investiga relacdes e diferengas entre essas notas,
permitem discussdes muito ricas na sala de aula.

Finalmente, uma tarefa do tipo da “Evolu¢éo da populacdo portuguesa” (Brochura Fun¢des 12,
pag.110) permite encontrar a funcdo logistica que é modelo de variados fendmenos
reconheciveis em aplicacfes a estudos feitos em outras disciplinas.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragdo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentagdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelagdo matemética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagdo a realizagdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;

= recortes de jornais.
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Prova Ill — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste modulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacao se necessario).

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1999).
Funcdes: Matematica 12° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1997), contém numerosas sugestfes relevantes para o
presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto é um dos mais inovadores dos ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de mateméticos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta 0s conceitos basicos de fungdes reais de uma variavel real tendo como orientagcao
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicbes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentagdo dos conceitos, 0s inimeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracdes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR (SCT da Educacao e da Formacédo, FCT, UNL).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a Ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.

BELLMAN, A. Uma Introdugdo Pratica ao Estudo das Fungbes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacdo e Modelagdo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fungdes usando
calculadoras graficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.

PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO: Videos
Os primérdios da Histdria de Matematica
http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em_accao/videos/

Os videos editados pelo Projecto Matematica em Acc¢do, sdo excelentes. Este video foca
algumas noges béasicas da Matematica, salientando as contribuicbes mais marcantes que, ao
longo de muitos séculos, levaram ao aparecimento do Célculo. Além de uma descri¢do
narrativa, utiliza a animagéo por computador para tratar alguns dos temas, constituindo um
instrumento utilissimo para a didactica da Matematica.
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MODULO A10

[ Optimizacao ]

Duracédo de Referéncia: 27 horas

1 | Apresentagéo

Em médulos anteriores, os estudantes resolveram problemas de optimizacdo, estimando ou
mesmo calculando extremos de funcdes, sobre os gréaficos e as tabelas das fungGes. Tomaram
contacto com a taxa média de variacdo e com a taxa de variagdo instantanea, interpretando
geometricamente estes conceitos.

Os estudantes apercebem-se da relagdo entre o sinal da taxa de variagcdo num intervalo e a
monotonia da funcdo nesse intervalo. Os exemplos da exponencial e da logaritmica serviram
para confirmar essa intuicdo reforcada pela repeticdo de exemplos de comportamento dos
graficos de fungdes diversas.

Pretende-se que, para além disso, o0s estudantes possam abordar outras formas de optimizacéo,
entre as quais assume especial importancia a programacao linear.

Situacdes realistas simples com constrangimentos de producdo ou outros que podem ser
modelados por inequacgBes lineares servem para delimitar um poligono convexo que da
informacéo completa sobre as quantidades possiveis para cada produto.

A matemética mobilizada é simples e acessivel e as representagcbes gréficas apuradas
(dominios planos) e tabelas sdo bons instrumentos que ajudam a interpretar a situacdo, as
condi¢des impostas a uma producdo ou uma cadeia de producdo, armazenamento, distribui¢éo,
etc.

As aplicacbes e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho a
privilegiar para a construcdo de todos os conceitos e processos e para a demonstracao do valor
e uso das técnicas a eles associados. A resolucao de problemas, com apoio fundamentado e
critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacdo para a matematica em cada
actividade, devendo privilegiar-se o trabalho intuitivo com fungBes que relacionem variaveis
ligadas as areas de interesse profissional dos estudantes.

2 | Competéncias Visadas

Neste médulo de Optimizagdo, a competéncia matematica que todos devem desenvolver, inclui
0S seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar matematica recorrendo a modelacdo com uso das
tecnologias;
= a aptidao para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
funcdes ja estudadas;
= aptiddo para reconhecer sobre os modelos os valores éptimos para cada situacédo e
capacidade para tomar boas decisées;
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a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situacdes problematicas e os
seus resultados;

a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, etc.;

a capacidade de usar uma heuristica para a resolu¢éo de problemas.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste moédulo de Optimizacdo, os objectivos de aprendizagem que se pretende que os
estudantes atinjam séo os seguintes:

utilizar os estudos grafico, numérico e analitico de funcges;

relacionar os efeitos das mudancas de parametros nos graficos de funcbes e as
respectivas taxas de variacao;

reconhecer numérica e graficamente a relagdo entre o sinal da taxa de variacéo e a
monotonia de uma funcao;

reconhecer a relacao entre os zeros da taxa de variacdo e 0s extremos de uma funcéo;

resolver problemas de aplicacfes simples envolvendo a determinacdo de extremos de
funcdes racionais, exponenciais, logaritmicas e trigonométricas;

reconhecer que diferentes situagcBes podem ser descritas pelo mesmo modelo
matematico;

resolver numérica e graficamente problemas simples de programacéo linear;

reconhecer o contributo da matemética para a tomada de decisfes, assim como as suas
limitacdes.

4 | Ambito dos Conteddos

1. Resolucao de problemas envolvendo taxas de variacdo e extremos de func@es de familias ja
estudadas, com recurso a calculadora grafica:

Taxa de variagcdo média num intervalo;

Taxa de variagdo num ponto;

Sinais das taxas de variacdo e monotonia da funcao;
Zeros da taxa de variagdo e extremos da funcéo.

2. Resolucgédo de problemas de programacéo linear.

5 |Situag(")es de Aprendizagem / Avaliagao

Um problema como aquele em que se atira uma pedra ao ar e a altura em fungéo do tempo é
dada por uma quadratica permite aos estudantes determinar a taxa de variacdo num instante
qgualquer, ty e representar no mesmo referencial a funcdo dada e a funcdo dos "declives das
rectas tangentes" num intervalo do dominio da funcéo. Uma situagcdo problemética como esta
podera ter sido ja estudada, mas pode agora ser aprofundada a sua analise, investigando a
relagéo entre a forma do gréfico e os sinais dos declives das rectas tangentes.

Este tipo de exploracdo pode ser levado até a andlise dos extremos. Por exemplo, tracando a
parabola e a recta derivada eles confirmardo que para os valores de t em que a segunda é
negativa a primeira decresce, bem como para aqueles em que a segunda é positiva a primeira
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cresce e que no zero da afim encontrardo o extremo da quadratica. Problemas do tipo da
determinacédo do volume maximo de uma caixa feita a partir de uma folha de papel, ou outros
semelhantes, constituem oportunidades analogas.

O mesmo tipo de exploracdes aparece no contexto de situacdes problematicas simples, como
aquela em que um volume de um soélido € dado por uma cubica. Editando na calculadora

yi=a +bxex+d ey, = y,(x+0,0000001) - y,(x)
0,0000001

a cubica e a funcdo dos declives das rectas secantes para todo o x quando a amplitude do
intervalo € h=0,0000001. [Considera-se esta abordagem preferivel ao recurso da derivagao
numérica da calculadora por manter presente o conceito de taxa de variagdo e permitir comparar
os dois graficos, estudar a influéncia do valor de h e procurar o extremo da primeira funcéo
através da mudanca de sinal e zero da segunda. Recomenda-se a consulta das paginas 48 a 53
da Brochura “Funcbes: Matematica — 11° ano de escolaridade”, sobre o tema da "derivacao
numeérica"].

Este modo de proceder pode ser adoptado no estudo da monotonia das fun¢Bes exponenciais e
logaritmicas. Com este método, os estudantes podem até compreender que a taxa de variagao
instantdnea de uma funcao exponencial é proporcional ao valor da funcéo no ponto considerado
e interpretar isto como um crescimento relativo constante.

Os problemas de programacéo linear a colocar apresentam o0s constrangimentos caracteristicos
de cada situagdo de producédo e um objectivo (maximo ou minimo de uma funcéo objectivo) a ser
alcancado com o maior éxito nas condicfes existentes.

Pretende-se familiarizar os estudantes com situacdes de gestdo e desenvolver competéncias
para tomar decisfes boas em termos de planeamento (da producgéo, por exemplo) que podem
ter a ver com maximizar lucros, minimizar custos ou consumos, etc.

Na aula de Matematica poderdo tratar-se problemas simples com caracteristicas idénticas.
Assim cada exemplo tratard de maximizar ou minimizar uma determinada quantidade (funcao
objectivo) tendo-se em conta certas limitagdes ou constrangimentos.

Se houver tempo, os estudantes podem mesmo ser colocados perante a necessidade de tomar
decisdes de novos investimentos que alterem as condicGes de fabrico (o poligono dos
constrangimentos) de modo a responder a novos desafios ou a obter melhorias, com vantagem
sobre 0 peso dos investimentos, nos maximos ou minimos da funcéo objectivo. No fundo, trata-
se de colocar aos estudantes situacBes de trabalho em que seja marcante a utilidade do
planeamento e benéfica a colaboragdo da matematica para tomar boas decisbes em empresas
ou colectivos de trabalhadores.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragdo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentacdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelacdo matematica,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relacdo a realizacdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:

= recolha de dados de situacdes reais da actividade industrial, comercial ou de servicos;

= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;

= recortes de jornais.
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Prova Ill — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste modulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacao se necessario).

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1997).
Funcdes: Matematica 10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1998).
Funcbes: Matematica 11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BAsTOS, R. (1999). Geometria:
Matemética —12° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Estas brochuras, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica, contém numerosas sugestdes relevantes para o presente
programa, pelo que é de consulta indispenséavel.

CARAGA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caraca (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertacdo ao pdr em evidéncia como os fundamentos da Matematica mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem duvida de um dos melhores
livros de Matematica escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolu¢do dos conceitos de numero, de funcdo e de continuidade, através de numerosas
discussoes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstra¢cdes pouco
vulgares.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto € um dos mais inovadores dos ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de matematicos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos béasicos de fun¢fes reais de uma variavel real tendo como orientagéo
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicdes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentagdo dos conceitos, 0s inimeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracdes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacao e da Formacao, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a Ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matemética (e da Fisica) do secundario.
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BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das FuncGes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagéo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com func¢des usando
calculadoras gréficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.

CARREIRA, S. (1992). A aprendizagem da trigonometria num contexto de aplicagcdes e modelagdo
com recurso a folha de calculo. Lisboa: APM.

Este estudo tem por fundamento a problematica da introdugdo de aplicagdes e modelagdo no
ensino da matemética, encarando a utilizagdo do computador como uma ferramenta de
trabalho na realizacé@o de actividades de construcdo e exploracdo de modelos mateméticos.

OLANO, JAVIER PEREZ - Matematicas-Programacion Lineal
http://sauce.cnice.mecd.es/~jpeo0002/Partes/apuntes.html

Esta pagina contém alguns textos de apoio a temas do ensino secundéario de Espanha, entre
as quais uma propostas de trabalho para programacéo linear.

SEBASTIAO E SILVA, J. (1975-78). Compéndio de Matematica (5vols) Lisboa: MEC — GEP.

Os Compéndios de Matematica de Sebastido e Silva sdo referéncias obrigatérias e
constituem um bom recurso para estudar qualquer dos assuntos que sdo abordados no
ensino secundario.

SEBASTIAO E SILVA, J. (1975-77). Guia para a utilizacdo do Compéndio de Matematica (3 vols).
Lisboa: MEC — GEP.

Sebastido e Silva foi provavimente o primeiro em Portugal a incluir num livro de texto para o ensino
secundario o tema da Program¢&o Linear.

PINTO, JOAQUIM - “Programacdo Linear [no Ensino Secundério]”
http://www.prof2000.pt/users/j.pinto/vitae/textos/04 ProgLinear JPinto.pdf

Este texto contém referéncias histérias a programagao linear, explora um exemplo simples de
programacao linear proposto por Sebastido e Silva e tem uma introducdo ao método do
simplex.
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MODULO B1

Funcodes Periddicas e Nao Peridédicas ]

Duracéo de Referéncia: 36 horas

1 | Apresentagéo

No ensino basico, os estudantes tiveram contacto com a semelhanca de triangulos e com a
trigonometria. Pretende-se agora que recordem esses conceitos basicos de trigonometria do
angulo agudo, enfrentem situa¢des novas em que a generalizacdo das nog¢des de angulo e arco,
bem como das razdes trigpnométricas, aparegam como necessarias e intuiveis e aprendam o
conceito de funcdo periddica e de fungBes trigonométricas como modelos matematicos
adequados a responder a problemas.

Neste modulo, os estudantes alargam as periddicas e racionais as classes de func¢des que ja
conhecem, e, recorrendo essencialmente a trabalho com a calculadora grafica e o computador,
tomam contacto com algumas das suas propriedades de modo a ficarem capazes de escolher,
para cada situacdo concreta, o0 modelo funcional mais adequado.

As aplicacbes e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho a
privilegiar para a construcdo de todos os conceitos e processos e para a demonstracao do valor
e uso das técnicas a eles associados. A resolucao de problemas, com apoio fundamentado e
critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacdo para a matematica em cada
actividade, devendo privilegiar-se o trabalho intuitivo com fungBes que relacionem variaveis
ligadas as areas de interesse profissional dos estudantes.

Os estudantes devem reconhecer que o mesmo tipo de fun¢des pode constituir um modelo de
diferentes situacdes problematicas.

2 | Competéncias Visadas

Neste mdodulo de Funcdes Periddicas e Nao Periddicas, a competéncia matematica que todos
devem desenvolver, inclui 0s seguintes aspectos:
= a aptiddo para fazer e investigar matematica recorrendo a modelacdo com uso das
tecnologias;
= a aptidao para elaborar, analisar e descrever modelos para fendmenos reais utilizando
diversos tipos de funcdes;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situacdes problematicas e os
seus resultados;
= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, ...
= acapacidade de usar uma heuristica para a resolucdo de problemas.
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3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste médulo de Fungdes Periddicas e Nao Periddicas, pretende-se que o estudante se aproprie
dos seguintes conceitos e técnicas associadas e os utilize como "ferramentas” na resolucdo de
problemas:

= radiano;

= referencial polar no plano; &ngulos orientados e medidas das suas amplitudes;

= definicdo de seno, co-seno e tangente de um numero real;

= resolucdo de equagdes trigonométricas muito simples;

= caracteristicas das funcgdes circulares: periodicidade;

= comportamento das func¢des racionais para valores "muito grandes” da variavel e para
valores "muito proximos” dos zeros dos denominadores das fracgfes que as definem;

= rapidez” de crescimento (ou decrescimento) da varidvel dependente em fenémenos
variados;

= modelos para situagfes reais utilizando diversos tipos de func¢des que evidenciem a
diferenca de comportamentos entre as fun¢fes polinomiais, as fun¢des trigonométricas e
as funcdes racionais.

4 | Ambito dos Conteddos

1. Movimentos Periddicos. Fungdes Trigonométricas.
= Motivagdo: exemplos de movimentos periddicos.
= Seno, co-seno e tangente de um ndmero real.
= Resolugdo de equagdes trigonométricas muito simples.
= Graficos das fungdes seno, co-seno e tangente.
= Periodicidade.
2. Movimentos Nao Lineares. Func¢des Racionais.

= Motivacdo: estudo de relagbes numéricas concretas entre varidveis inversamente
proporcionais.

= Caracteristicas e comportamentos de algumas fun¢des racionais:
= y=1/(ax)
= y=1/(axd)
= y=1ak-h)]
3. Resolugédo de problemas onde seja necessario escolher o modelo de fungfes mais adequado
a descricdo da situacao.

5 |Situa(;6es de Aprendizagem / Avaliacao

O professor precisa de propor problemas de diversos tipos para relembrar a semelhanca de
triangulos e as razdes trigonométricas de angulos agudos. Sao exemplos possiveis o calculo de
distancias directamente inacessiveis. A generalizagdo das nocdes deve ser intuida e
sistematizada a partir de actividades que considerem movimentos circulares. Sdo exemplos
possiveis a “roda gigante” das feiras, a roda da bicicleta, motores, etc. E absolutamente
imprescindivel a insisténcia no circulo trigonométrico.

As funcBes trigonométricas podem e devem aparecer como modelos matematicos que
descrevem situacdes mais ou menos complexas. As situagcfes apresentadas podem considerar
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a recolha e tratamento de dados. As primeiras respostas a eventuais perguntas podem ser
encontradas de forma ingénua e com recurso a tecnologia e representacdes informais. O modelo
gue uma fungdo trigonométrica pode representar deve aparecer como forma mais potente e
geral para encontrar respostas para a situagdo em presenca e para outras situaces do mesmo
tipo. Exemplos de situacdes: evolugcdo da bolsa de valores, movimento pendular, movimento do
braco na marcha, movimento das marés, roda da bicicleta ou outras situa¢gdes com movimentos
circulares, moldes de pecgas, etc. Estas actividades de modelacdo sdo boas ocasides para
utilizar folhas de calculo electronico. Antes da modelacéo, deve introduzir-se uma actividade que
permita passar do circulo trigonométrico para o conjunto dos pontos (X, senx) no plano
cartesiano.

O estudo das funces trigonométricas deve incluir a andlise de algumas situagées de modelacéo
matematica, recorrendo necessariamente a trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de calculadoras gréficas ou computadores
acoplados a sensores adequados;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

O estudo das familias de funcdes é propicio a realizagdo de pequenas investigacées. Neste
programa ndo se pretende que os estudantes aprofundem as noc¢bes ligadas a funcdes
trigonométricas e a técnicas de resolucdo de condic8es envolvendo as mesmas funcdes.

A partir de uma actividade de experimentacdo (como, por exemplo, "A resisténcia do esparguete”
— ver Brochura "Fungfes: Matematica 11° ano de escolaridade”, p 129), os estudantes podem
compreender relagBes numéricas entre variaveis inversamente proporcionais e encontrar um
modelo simples de uma funcéo racional. Deverdo proceder, depois, recorrendo as calculadoras
graficas ou ao computador, a investigacdes (ver Brochura "Fungfes: Matematica 11° ano de
escolaridade", pp 80, 82 e 83) que os vdo conduzir a conjecturar sobre as caracteristicas e
comportamentos de algumas fun¢des racionais, em particular a existéncia de assimptotas ou o
comportamento assimptético.

A resolucéo de problemas como "As pecas cilindricas” (p 91), "Compostos &cidos”, da brochura
"Funcbes: Matemética 11° ano de escolaridade", ou equivalentes, permitird que os estudantes
resolvam condi¢cGes e compreendam como se usa a algebra na resolugdo de problemas reais,
mas esta fora do ambito deste programa a insisténcia nos aspectos algébricos das diferentes
classes de funcoes.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragdo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentacdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelacdo matematica,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relacdo a realizacdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

Prova Ill — apresentacao oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste médulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacéo se necessario).
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6 |Bib|iografia/0utros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1998).
Funcdes: Matematica 11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1997), contém numerosas sugestfes relevantes para o
presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.

CARAGA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caracga (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertacdo ao pdr em evidéncia como os fundamentos da Matematica mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem duvida de um dos melhores
livros de Matematica escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolugdo dos conceitos de ndmero, de funcdo e de continuidade, através de numerosas
discussoes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstracdes pouco
vulgares.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto € um dos mais inovadores dos Ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de mateméticos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta 0s conceitos basicos de fungdes reais de uma variavel real tendo como orientagcao
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicbes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentagdo dos conceitos, 0s inimeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracdes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacéo e da Formacéao, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.

BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modelagdo na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fung¢des usando
calculadoras graficas e sensores, e estao disponiveis na Internet.

CARREIRA, S. (1992). A aprendizagem da trigonometria num contexto de aplicacdes e modelacéo
com recurso a folha de célculo. Lishoa: APM.
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Este estudo tem por fundamento a problemética da introdugdo de aplicag6es e modelagdo no
ensino da matematica, encarando a utilizagdo do computador como uma ferramenta de
trabalho na realizagéo de actividades de construcéo e exploragdo de modelos matematicos.

IME-USP-SP, "E-Célculo" - Fun¢Bes Trigonométricas:
http://www.cepa.if.usp.br/e-calculo/funcoes/trigonometricas/ftrigonometricas.htm

Esta pagina da Universidade de S&o Paulo contém as definicbes bésicas das funcoes
trigonométricas, exemplos, aplicagdes e “apliquetas” interactivas.

NCTM/ADELINA PRECATADO E MARIA DA PAZ - Os corvos e a Matematica: utilizacédo das fungGes
racionais para investigar o comportamento dos corvos.
http://www.apm.pt/recursos/secundario/corvos/

Esta pagina contém a traducdo de uma actividade de modelagdo matematica proposta na
excelente pagina “llluminations” do NVTM, http://illuminations.nctm.org/ , que envolve as
funcdes racionais.

GORDON, S. P.; GORDON, F. S. et al. (2004). Functioning in the Real World: A Precalculus
Experience, Second Edition. Second Edition. Addison Wesley, 2004.

GORDON, S. P. (1997). Functioning in the Real World: A Precalculus Experience, The Math
Modeling/Precalculus Reform Project. On-Line Proceedings of AMATYC 1997, Atlanta, Gedrgia.
http://www.amatyc.org/Proceedings/Atlanta23/Gordon/HTML/Gordon.html

O projecto "Math Modeling/PreCalculus Reform" foi desenvolvido para ser uma alternativa ao
ensino tradicional, valorizando aspectos inovadores como a analise de dados, o ajustamento
de fun¢Bes a dados da vida real e a modelacdo com um uso adequado da tecnologia; o
projecto pretende que os estudantes olhem a matematica segundo a perspectiva simbdlica,
geométrica e numérica, tendo muita preocupag¢@o com a compreensao dos conceitos.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2003). Precalculus: Functions and Graphs. Addison-Wesley.
DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2003). Precalculus: Functions and Graphs - Graphing Calculator
Manual. Addison-Wesley.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2004). Precalculus: Graphical, Numerical, Algebraic, 6th Edition.
Prentice-Hall.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2004). Precalculus: Graphical, Numerical, Algebraic, 6th Edition -
Graphing Calculator Manual. Prentice-Hall.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2004). Precalculus: Companion Site.
http://www.aw-bc.com/demana/
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MODULO B2

Estatistica Computacional ]

Duracéo de Referéncia: 36 horas

1 | Apresentagéo

Com o advento dos meios informaticos, cada vez é maior o volume de dados que é possivel
armazenar num reduzido espaco fisico e cada vez é maior o interesse por parte dos gestores e
decisores em retirar desses dados toda a informacao que lhes possa ser relevante. No médulo
obrigatorio de Estatistica os estudantes aprenderam os principais conceitos e técnicas
subjacentes ao tratamento e reducéo de colecgdes de dados, mas €, sem divida, uma grande
mais valia o ficarem com alguns conhecimentos elementares de algum software informatico de
uso generalizado que lhes permita uma implementacéo facilitada das referidas técnicas. O
software escolhido € o Excel que, embora ndo seja um software estatistico, inclui fun¢des para
calculo das principais estatisticas descritivas, permite realizar as principais representacdes
gréficas e, mediante recurso a outras funcbes predefinidas, permite ainda efectuar
procedimentos ndo imediatos como seleccionar aleatoriamente uma amostra, construir
histogramas com classes de diferente amplitude, organizar os dados em tabelas de contingéncia
ou, até mesmo, proceder a simulacdo de pequenas experiéncias aleatorias.

2 | Competéncias Visadas

Neste modulo de Estatistica Computacional, a competéncia que todos devem desenvolver inclui
0S seguintes aspectos:

= 0 conhecimento claro das potencialidades do Excel como software Util e disponivel para
tratamento e reducéo de dados;

= asensibilidade para o problema da variabilidade em inferéncia estatistica, para o que se
recorrera a multiplas amostragens de uma mesma populacao;

= a aptiddo para escolher os procedimentos adequados ao tratamento exploratério dos
dados em estudo, de acordo com o seu tipo e caracteristicas a salientar;

= aaptiddo para executar os procedimentos atras referidos usando o Excel.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste médulo de Estatistica Computacional, os objectivos de aprendizagem que se pretende que
0s estudantes atinjam, sao o0s seguintes:
= saber organizar dados no Excel de modo a serem susceptiveis de tratamento
estatistico;
= delinear e implementar planos de amostragem adequados ao estudo de algumas
caracteristicas de interesse em populacdes que lhes seja de facil acesso (populagao
escolar, populacéo da freguesia, etc.);
= adquirir conhecimento sobre a forma como executar as fun¢gBes do Excel destinadas ao
calculo de estatisticas descritivas, realizacdo de representagdes graficas e construgao
de tabelas de contingéncia;
=  saber implementar procedimentos de simulacdo de experiéncias aleatérias simples;
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= cimentar conhecimentos adquiridos anteriormente, nomeadamente no que respeita a

interpretacdo das estatisticas e representacfes graficas que vao sendo obtidas e a
escolha critica das mais adequadas aos dados em estudo.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Nocgdes bésicas sobre amostragem
=  Amostra aleatéria e ndo aleatoria.
=  Técnicas de amostragem aleatoria:

= Amostragem aleatéria simples — numeros aleatérios; as funcdes RAND
(ALEATORIO) e VLOOKUP (PROCYV) do Excel e sua utilizacdo na seleccdo de
amostras.

= Amostragem estratificada.
= Variabilidade amostral — ilustragéo por recurso a multiplas amostras recolhidas de forma
aleatéria de uma mesma populagao.
2. Uso do Excel em andlise exploratoria de dados

= Obtencdo dos valores de algumas estatisticas descritivas — AVERAGE (MEDIA),
MEDIAN (MED), MODE (MODA), STDEV (DESVPAD), VAR (VAR), PERCENTILE
(PERCENTIL), QUARTILE (QUARTIL), MAX (MAXIMO), MIN (MINIMO), etc.

= Construcdo de tabelas de frequéncias — uso das fungdes COUNT (CONTAR), COUNTIF
(CONTAR.SE), COUNT.VAL (CONTAR.VAL), FREQUENCY (FREQUENCIA), SUM
(SOMA), etc.

= Construcdo de representagdes graficas.
= Gréfico de pontos;
= Diagrama de dispersao;
= Diagrama de barras;
= Histograma,;
= Diagrama de extremos e quartis;
= Gréfico de caule-e-folhas;
= Diagrama circular;
= QOutras representacdes gréaficas.
= Construcdo de tabelas de contingéncia — uso do procedimento PIVOT TABLE (TABELA
DINAMICA).
= |nstalacao e utilizacdo do procedimento avancado Data Analysis (Anélise de Dados)
(opcional).
3. Simulacgéo de algumas experiéncias aleatérias simples (por exemplo, langcamento de um dado,
extraccéo dos nameros de lotarias ou concursos analogos, chegadas de viaturas a um parque
de estacionamento, etc.).

5 |Situag€)es de Aprendizagem / Avaliacéo

A andlise exploratéria de dados, embora tenha metodologias e técnicas préprias, €, em grande
parte, uma “arte” que se vai apurando com a préatica. Cada coleccdo de dados tem as suas
particularidades e a sua histéria e 0 engenho esta em “fazer os dados falar!...”. A facilidade que
0S meios computacionais trouxeram a implementacao das técnicas de andlise de dados permite,
hoje em dia, uma aprendizagem mais rapida e eficiente das diversas formas de extrair
informacdo de grandes colec¢des de dados, desenvolvendo no estudante o espirito critico
qguanto a escolha das representacdes graficas mais adequadas ou das estatisticas descritivas
gue melhor resumem os dados em estudo. Para o processo de aprendizagem é importante que
0 estudante comece por analisar pequenas colec¢fes de dados (recolhidos, de preferéncia, junto
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da populacdo da escola) e, para exemplificacdo da forma como se executam os diversos
procedimentos computacionais, aconselha-se que estas ndo envolvam mais do que uma ou
duas variaveis de interesse. Numa fase posterior deve-se incentivar os estudantes a pesquisar
algumas fontes de dados e a escolher algumas variaveis que lhes despertem mais interesse. No
paragrafo Bibliografia / Outros Recursos esta a indicacdo de algumas das péaginas da Internet
onde se pode encontrar informacgéo estatistica detalhada sobre temas de caracter genérico,
ligados a sociedade onde vivemos (salide, cultura, ensino, actividades econoémicas, etc.).

Quanto ao tépico “Simulacdo de experiéncias aleatérias simples”, a abordar no final deste
mdédulo de Estatistica Computacional, a sua inclusdo ird permitir tirar partido do gerador de
nameros pseudo-aleatérios como simulador de ocorréncias de acontecimentos, bastando para
tal escolher um modelo de probabilidade que represente bem a experiéncia a simular. Aqui
podera simular-se facilmente o langcamento de um dado ou a extracgdo dos nimeros do totoloto
e confrontar os resultados com o que se esperaria teoricamente. Poder-se-4 até estimar
probabilidades de acontecimentos resultantes de experiéncias aleatérias mais complexas como,
por exemplo, estimar a probabilidade de, ao cortar um segmento de recta em dois pontos, obter
trés segmentos que venham a formar os lados de um triangulo. De um modo geral, qualquer
experiéncia interpretavel através de um modelo de probabilidade discreto podera ser objecto de
um pequeno projecto de trabalho para os estudantes e uma boa oportunidade para usarem a
criatividade propria na concepgéo e concretizagdo do projecto.

A natureza deste médulo e, em particular, o tipo de trabalho que se pretende desenvolver com
os estudantes, implica, de algum modo, uma alteracao nos instrumentos de avaliacdo. As provas
escritas perdem sentido e a actividade e aproveitamento dos estudantes sdo mais cabalmente
medidos com a apreciacdo de trabalhos de grupo e individuais que poderdo ser relatorios
escritos ou apresentacdes orais de projectos desenvolvidos durante o decorrer do médulo.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por duas provas, a seguir enumeradas:

Prova |: apresentacdo oral ou por escrito de um exemplo de uma situacdo problemética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relacéo a prova.

Prova II: defesa oral de um trabalho realizado neste médulo, escolhido pelo estudante, e

supervisionado pelo professor. O professor deve acompanhar de forma especial esta prova
(orientando o trabalho do estudante e apresentando propostas de reformulagéo se necessario).

6 |Bib|iografia/ Outros Recursos

GRACA MARTINS, M.E. (2000) — Introducdo as Probabilidades e a Estatistica, Edicdo da Sociedade
Portuguesa de Estatistica.

MOORE, D. ET AL (1996) — Introduction to the Practice of Statistics, Freeman, New York.
MOORE, D. (1996) — The Basic Practice of Statistics, Freeman, New York.
MOORE, D. (1997) — Statistics — Concepts and Controversies, Freeman, New York.

CoMmAP, (2000) — For all Practical Purposes: Mathematical Literacy in Todays World, Freeman and
Company, New York.

RossMAN, A. et al (2001) —~Workshop Statistics — Discovery with data, Key College Publishing.
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Os livros anteriores sao recomendados pela Sociedade Portuguesa de Estatistica para apoio
aos professores de Matematica do Ensino Secundario.

BARNETT, V. (1997) —Sample Survey: Principles & Methods, Arnold, London.

VICENTE, P., REIS, E., FERRAO, F. (1996) — Sondagens, Edi¢bes Silabo.

Artigos da revista TEACHING STATISTICS

AGEEL, M.l. — Spreadsheets as a Simulation Tool for Solving Probability Problems, Vol 24, 2, pag.
51-54.

NEVILLE, H. — Handling Continuous Data in Excel, Vol 25, 2, pag. 42-45.

NEVILLE, H. — Charts in Excel, Vol 26, 2, pag. 49-53.

RECURSOS NA INTERNET

INSTITUTO NACIONAL DE ESTATISTICA E ESCOLA SECUNDARIA TOMAZ PELAYO
PrRoJECTO ALEA - http://alea-estp.ine.pt

Desta pagina recomenda-se, em especial, o dossier didactico “ESTATISTICA com EXCEL" da
autoria de Luis Miguel Cunha.

INSTITUTO NACIONAL DE ESTATISTICA — www.ine.pt/

Tem informagédo sobre Portugal, ao nivel da freguesia.
EUROSTAT — europa.eu.int/comm/eurostat/

Tem informacdo relativa aos diversos paises da Europa.

WORLD HEALTH ORGANIZATION — http://www.who.int/research/en/

Tem informacéo sobre temas ligados a saude, para todos os paises do mundo.

WORLD IN FIGURES — http://www.stat.fi/tup/maanum/index_en.html

Tem informacgdo das mais diversas areas, tais como populacdo e estatisticas vitais, cultura,
religides, emprego, consumo, etc., relativa a todos os paises do mundo.
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Modelos de Funcoes ]

Duracéo de Referéncia: 36 horas

1 | Apresentagéo

Quando se pretende descrever a evolugdo (normalmente ao longo do tempo) de uma
determinada grandeza, € comum apresentar uma fungéo cujo modelo melhor descreva o grafico;
tal modelo ajuda a perceber o que aconteceu nesse periodo e a prever o que sera necessario
fazer.

E por isso importante que todos os profissionais (talvez todos os cidad&os) conhegam diferentes
modelos de fun¢des de modo a saber que propriedades elementares elas possuem e em que
medida uns modelos diferem muito ou pouco de outros modelos.

Os estudantes a quem se destina este médulo ndo precisardo de ser grandes especialistas do
estudo das func¢Bes, nem realizar estudos muito completos sobre funcées, precisando apenas de
saber lidar com tabelas e graficos associados a modelos dados ou que se possam obter por
meio de ensaios simples. Trabalhos mais completos exigirdo a intervencdo de outro tipo de
profissionais.

Neste moédulo apenas serdo objecto de estudo os modelos de fungdes mais elementares:
lineares, polinomiais (grau 2 e 3), trigonométricas (seno e co-seno), logaritmicas, exponenciais e

logisticas.

2 | Competéncias Visadas

Neste médulo de Modelos de Fungfes, as competéncias matematicas visadas incluem os
seguintes aspectos:

= capacidade de analisar, usando a calculadora grafica ou o computador, familias de
funcdes elementares;

= capacidade de associar, a partir das propriedades das funcdes, modelos de funcdes a
tabelas de valores;

= capacidade de obter por meio da regressdo, usando calculadoras graficas ou
computadores, modelos de fun¢Bes a partir de tabelas de valores;

= capacidade de resolver problemas usando modelos de funcdes.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste mddulo de Modelos de Funcgdes, os objectivos de aprendizagem que se pretende que 0s
estudantes atinjam, séo os seguintes:
= determinar, usando a calculadora grafica ou o computador, propriedades simples de
familias de fungGes elementares;
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= determinar, a partir das propriedades das funcdes, quais os modelos de funcdes que
melhor se adequam a tabelas de valores dadas;

= obter modelos de regresséo, usando calculadoras graficas ou computadores, a partir de
tabelas de valores;

= usar modelos de fungbes para explicar e prever propriedades das situacdes a que se
tentam aplicar os modelos.

4 | Ambito dos Contetdos

1.Estudo, usando a calculadora gréfica ou o computador, de propriedades simples das
seguintes familias de funcdes elementares, estudando o efeito da variacdo de um parametro

(e apenas um parametro de cada vez):
= funcgdes lineares: ax+b;
= fungBes polinomiais do 2° e 3° grau;
= funcgdes trigonométricas (seno e co-seno): a sen(bx +c), a cos(bx +c);
= funcéo logaritmica (de base superior a 1);
= funcéo exponencial (de base superior a 1);
= funcdo logistica: a/(1 + b * d*(-x)) com d superior a 1.
2. Discussdo, a partir das propriedades estudadas, de qual dos modelos de fun¢des estudados
parece ser mais adequado para descrever as variaveis descritas por tabelas de valores dados.
3. Usando a regresséao determinar, com recurso a calculadoras graficas ou computadores,
modelos de funcdes a partir de tabelas de valores.
4. Resolver problemas usando modelos de fungdes.

5 |Situa(;6es de Aprendizagem / Avaliacao

E muito importante, como forma de motivacdo e como elemento de formac&o, que todas as
actividades que se apresentem neste médulo partam de situagBes concretas. Podem ser usados
dados retirados de paginas de Estatistica como as do INE, mas também se poderdo usar dados
recolhidos de experiéncias realizadas com sensores acoplados a calculadoras ou computadores,
explorando eventualmente experiéncias realizadas em maddulos de outras disciplinas. Podem
ainda ser usados dados de textos de divulgacdo ou publicados em jornais e revistas de grande
circulacdo. A Internet € um recurso inestimavel, recomendando-se particularmente a pagina
ALEA por conter um grande nimero de dados em todas as areas de actividade.

A énfase do trabalho neste mddulo esta na interpretagéo qualitativa dos dados concretos com a
ajuda dos modelos de fungBes escolhidos; esta fora de questao o estudo algébrico ou usando o
calculo diferencial; sendo assim trata-se de um estudo essencialmente numérico e gréafico. No
trabalho numérico tem cabimento que os estudantes estudem também, com papel e lapis, se
determinado modelo como y=ax+b tem cabimento numa instancia particular; este problema
resume-se a resolver um sistema linear cujas incégnitas sdo os parametros do modelo, podendo
o sistema ser resolvido usando a calculadora ou o computador se tiver trés ou mais equacoes.

Para ajudar os estudantes a comparar os diferentes modelos, o professor podera pedir-lhes que
elaborem tabelas com as propriedades dos diferentes modelos de func¢des.

E muito importante, neste modulo, que os estudantes analisem criticamente, com os
conhecimentos que possuem dos diferentes modelos de fungBes e com os dados de cada
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situacdo concreta, as conclusées que védo obtendo; é possivel que uma calculadora ou
computador nos encaminhe para um determinado modelo mas que esse modelo ndo tenha
qualquer cabimento na situacdo que esta a ser estudada; carregar em teclas é facil, interpretar
pode ser algo de extremamente dificil, sendo normal que a conclusdo do trabalho diga que dois
modelos séo igualmente aceitaveis em fungdo dos dados conhecidos e que mais dados poderao
hipoteticamente vir a tornar um dos modelos inaceitavel.

N&o ha lugar neste moédulo a qualquer discussao sobre a natureza da regresséo; isso € discutido
no médulo de Estatistica; aqui apenas se usa a regressao para construir modelos de func¢des.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliacdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por duas provas, com igual peso; as provas sao:

Prova | — apresentacao oral ou por escrito de uma situagdo de modelacdo matemaética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relagdo a realizagdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:
= recolha de dados concretos por meio de sensores ligados a calculadoras ou
computadores;
= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;
= recortes de jornais.

Prova Il — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste modulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacao se necessario).

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1997).
Funcdes: Matematica 10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.
TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1998).
Funcdes: Matematica 11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.
TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1999).
Funcbes: Matematica 12° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Estas brochuras, editadas pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o
Ajustamento dos Programas de Matematica (1997-2000), contém numerosas sugestdes
relevantes para o presente programa, pelo que é de consulta indispensavel.

CARAGA, BENTO DE JESUS (1998). Conceitos Fundamentais da Matematica. Col. Ciéncia Aberta,
Vol. 98 (2a ed.). Lisboa: Gradiva

Neste livro, Bento de Jesus Caraca (1901-1948) mostra como a Matematica € um organismo
vivo, impregnado de condicdo humana, com as suas forcas e as suas fraquezas e
subordinado as grandes necessidades do homem na sua luta pelo entendimento e pela
libertacdo ao pdr em evidéncia como os fundamentos da Matemética mergulham tanto como
os de outro qualquer ramo da Ciéncia, na vida real. Trata-se sem divida de um dos melhores
livros de Matematica escritos em lingua portuguesa onde se pode assistir maravilhado a
evolugdo dos conceitos de numero, de funcdo e de continuidade, através de numerosas
discussdes, reflexdes, notas histéricas e teoremas muitas vezes com demonstragdes pouco
vulgares.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.
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Este livro de texto € um dos mais inovadores dos Ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de mateméticos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de fungfes reais de uma variavel real tendo como orientagédo
dois principios basicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geométrica,
numeérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definicdes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentacdo dos conceitos, 0s inUmeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracfes a
qualquer professor.

TEODORO, VITOR ((SCT da Educacéo e da Formacéo, FCT, UNL)).
Modellus web page — http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/ —

Esta pagina contém a ultima versdo do programa Modellus para transferéncia gratuita.
Contém ainda manuais, ficheiros de actividades e uma zona de ajuda que fazem com que este
programa seja incontornavel no ensino da matematica (e da Fisica) do secundario.

BELLMAN, A. Uma Introducao Pratica ao Estudo das Funcdes.

ROCHA, H. A calculadora grafica no estudo de funcdes

CUNHA, E. Investigacao e Modela¢&o na aula de Matematica
http://education.ti.com/portugal/professor/biblioteca/biblioteca.html

Estas trés publicagbes fornecem muitos exemplos para trabalho com fung¢des usando
calculadoras gréficas e sensores, e estdo disponiveis na Internet.

GORDON, S. P.; GORDON, F. S. et al. (2004). Functioning in the Real World: A Precalculus
Experience, Second Edition. Addison Wesley, 2004.

GORDON, S. P. (1997). Functioning in the Real World: A Precalculus Experience, The Math
Modeling/Precalculus Reform Project. On-Line Proceedings of AMATYC 1997, Atlanta, Geodrgia.
http://www.amatyc.org/Proceedings/Atlanta23/Gordon/HTML/Gordon.html

O projecto "Math Modeling/PreCalculus Reform" foi desenvolvido para ser uma alternativa ao
ensino tradicional, valorizando aspectos inovadores como a analise de dados, o ajustamento
de fungBes a dados da vida real e a modelacdo com um uso adequado da tecnologia; o
projecto pretende que os estudantes olhem a matematica segundo a perspectiva simbolica,
geomeétrica e numérica, tendo muita preocupacédo com a compreensao dos conceitos.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2003). Precalculus: Functions and Graphs. Addison-Wesley.
DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2003). Precalculus: Functions and Graphs - Graphing Calculator
Manual. Addison-Wesley.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2004). Precalculus: Graphical, Numerical, Algebraic, 6th Edition.
Prentice-Hall.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2004). Precalculus: Graphical, Numerical, Algebraic, 6th Edition -
Graphing Calculator Manual. Prentice-Hall.

DEMANA, F.; WAITS, B. et al. (2004). Precalculus: Companion Site.
http://www.aw-bc.com/demana/
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RECURSOS NA INTERNET

Modelacdo em Recursos Naturais (ISA-UTL)
http://www.isa.utl.pt/def/gimref/disciplinas/modelacao.htm

Modelacao Matematica
http://pagina.de/modelacao

APM-Matematica e Natureza
http://www.apm.pt/natureza/

ALEA (ESTP-INE)
http://alea-estp.ine.pt/

DreamCalc Pro 2 - Scientific Calculator (em inglés, com traducdo em portugués)
http://www.dreamcalc.net/

Demana-Waits Mathematics Education (em inglés)
http://emptweb.mps.ohio-state.edu/dwme/

Mathematical Modesl with Applications (em inglés)
http://www.tenet.edu/teks/mmacd/mma.htm

Function Models of Light Decay (em inglés)
http://illuminations.nctm.org/index_o.aspx?id=137

Rational Function Models (em inglés)
http://www.statlets.com/nist/pmd/section6/pmd642.htm

RIT Department of Mathematics & Statistics Calculator Resource Site (em inglés)
http://www.rit.edu/~jmwsma/calculators/

A practical guide to curve fitting (em inglés)
http://www.curvefit.com/

Graphing Calculator Guides (em inglés)
http://college.hmco.com/mathematics/latorre/guides.htm

Graphing Calculator Instructional Handouts (em inglés)
http://fym.la.asu.edu/~fym/GraphCal/Graphing.html

Activités mathématiques en BEP et BACPRO (em francés)
http://www.ac-reims.fr/datice/math-sciences/doc_peda/doc_math.htm

Etude de fonctions usuelles - BABAULT Yves — ISSOUDUN (em francés)
http://www.ac-grenoble.fr/maths-sciences/peda bac _m_a/doc/etudes courbes.zip
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[ Programacao Linear ]

Duracédo de Referéncia: 30 horas

1 |Apresentacéo

Pretende-se que os estudantes abordem uma forma de optimizacado, a programacéo linear, uma
ferramenta de gestao e planeamento que faz uso de alguma matematica basica fundamental, a
saber: equacdes e inequacdes do 1° grau numa ou mais variaveis; sistemas de equacdes e
inequacdes; sistemas de eixos coordenados; representacfes geométricas: rectas, planos e
dominios planos; funcéo afim. Para grande parte dos estudantes sera necessario abordar de
raiz conceitos basicos de geometria com coordenadas e introduzir prolongamentos de alguns
métodos algébricos. Estes conceitos podem e devem ser tratados recorrendo a métodos
numeéricos, algébricos e gréaficos. Os trabalhos dos estudantes devem considerar o recurso a
calculadoras graficas mas também a computadores e folhas de calculo. As resolug8es gréaficas
dos sistemas de inequagfes, bem como a procura da solugdo Optima ou de um valor maximo
para a funcdo objectivo pode e deve ser feita com recurso a programas de geometria dindmica.

Situacdes realistas simples com constrangimentos de producdo ou outros que podem ser
modelados por inequagbes lineares servem para delimitar um poligono convexo que da
informacéo completa sobre as quantidades possiveis para cada produto.

A matemética mobilizada é simples e acessivel e as representacfes graficas apuradas
(dominios planos) e tabelas sdo bons instrumentos que ajudam a interpretar a situacdo, as
condi¢des impostas a uma producdo ou uma cadeia de producdo, armazenamento, distribui¢éo,
etc.

As aplicacbes e as actividades de modelacdo matematica constituem a forma de trabalho a
privilegiar para a construcdo de todos os conceitos e processos e para a demonstragdo do valor
e uso das técnicas a eles associados. A resolucdo de problemas, com apoio fundamentado e
critico da tecnologia, mantém-se como centro de toda a motivacdo para a matemética em cada
actividade, devendo privilegiar-se o trabalho intuitivo com funcdes que relacionem variaveis
ligadas as areas de interesse profissional dos estudantes.

2 | Competéncias Visadas

Neste moédulo de Programacédo Linear, a competéncia matematica que todos devem
desenvolver, inclui os seguintes aspectos:
= a aptiddo para reconhecer as vantagens na escolha de referenciais, no uso das
coordenadas e de condi¢cdes para modelar situag@es e resolver problemas;
= a aptiddo para elaborar, analisar e descrever modelos para situacdes reais, em especial
as de planeamento (de producéo ou outras);
= aptiddo para reconhecer sobre os modelos os valores éptimos para cada situacéo e
capacidade para tomar boas decisées;
= a capacidade de comunicar oralmente e por escrito as situagdes problematicas e os
seus resultados;
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= a capacidade de apresentar de forma clara, organizada e com aspecto gréafico cuidado
os trabalhos escritos, individuais ou de grupo, quer sejam pequenos relatorios,
monografias, ...

= acapacidade de usar uma heuristica para a resolucéo de problemas.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste mddulo de Programacéo Linear, os objectivos de aprendizagem que se pretende que 0s
estudantes atinjam sédo o0s seguintes:

= utilizar sistema de coordenadas para obter equacdes e inequagdes que representem
determinados lugares geométricos (rectas e dominios planos);

= utlizar os estudos grafico, numérico e analitico de funcdes afins, com resolucdo de
equacdes e inequacgoes;

= relacionar os efeitos das mudancas de parametros nos graficos das funcdes afins, bem
como entre os sinais dos coeficientes e a monotonia;

= resolver numérica, graficamente e, com recurso a programas computacionais (na folha
de calculo), problemas de programacao linear;

= abordar a histéria da programacéao linear como ferramenta de gestao e nos contextos da
sua criacao e desenvolvimento;

= resolver numérica, gréfica e algebricamente alguns sistemas de equacgdes e inequagoes;

= utilizar tecnologia e programas computacionais especificos para gestao e planeamento;

= reconhecer o contributo da matematica para a tomada de decisdes, assim como as suas
limitacdes;

= comunicar, oralmente e por escrito, aspectos dos processos de trabalho e critica dos
resultados.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Resolucéo de problemas envolvendo:
= sistemas de eixos coordenados;
= equagbes de rectas ou funcdes afins;
= resolucéo de sistemas de equacdes e/ou inequacdes.
2. Resolucao de problemas de programacédo linear, com referéncias expressas a identificacédo
das variaveis de decisdo, das restricbes e da funcdo objectivo, bem como a sua formulacdo
matematica.

5 |Situa(;6es de Aprendizagem / Avaliacéo

Para que os estudantes deste mddulo possam tratar com seguranca problemas de programacgéao
linear, é necessario abordar com algum detalhe situagbes das quais possam decorrer
esclarecimento sobre elementos de geometria das coordenadas, estudo da funcdo afim,
equacbes e inequagbes do 1° grau e resolugbes graficas dos sistemas de equacbes e
inequacdes.
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Os problemas de programacao linear a colocar apresentam 0s constrangimentos caracteristicos
de cada situacao de producdo e um objectivo (maximo ou minimo de uma fungdo objectivo) a
ser alcancado com o maior éxito nas condicdes existentes.

Pretende-se familiarizar os estudantes com situacdes de gestdo e desenvolver competéncias
para tomar decisGes boas em termos de planeamento (da producgdo, por exemplo) que possam
ter a ver com maximizar lucros, minimizar custos ou consumos, etc.

Na aula de Matematica poderdo tratar-se problemas simples com caracteristicas idénticas.
Assim cada exemplo tratard de maximizar ou minimizar uma determinada quantidade (funcao
objectivo) tendo-se em conta certas limitacdes ou constrangimentos.

Os estudantes devem ser colocados perante a necessidade de tomar decis6es sobre novos
investimentos que alterem as condi¢cbes de fabrico (o poligono dos constrangimentos ou
poligonos de validade) de modo a responder a novos desafios ou a obter melhorias, com
vantagem sobre o peso dos investimentos, nos maximos ou minimos da func¢éo objectivo. No
fundo, trata-se de colocar aos estudantes situa¢Bes de trabalho em que seja marcante a
utilidade do planeamento e benéfica a colaboracdo da matematica para tomar boas decisGes em
empresas ou colectivos de trabalhadores.

Estdo previstas neste modulo seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial
recomendado é que seja constituida por trés provas, com igual peso, com uma duragdo de duas
horas cada uma; as provas séo:

Prova | — um teste escrito.

Prova Il — apresentacdo oral ou por escrito de uma situacdo de modelacdo matemética,
fornecida pelo professor com uma curta antecedéncia em relacdo a realizacdo da prova,
recorrendo obrigatoriamente a um de trés tipos de exemplos:

= recolha de dados de situacdes reais da actividade industrial, comercial ou de servicos;

= exemplos de outras disciplinas que os estudantes frequentem;

= recortes de jornais.

Prova lll — apresentacdo oral de um problema, escolhido e preparado com antecedéncia pelo
estudante, de entre um dos que realizou durante a aprendizagem deste médulo. O professor
deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o trabalho do estudante e
apresentando propostas de reformulacé@o se necessario).

6 |Bib|iografia/Outros Recursos

TEIXEIRA, P. (coord.), PRECATADO, A., ALBUQUERQUE, C., ANTUNES, C. E NAPOLES, S. (1997).
Funcdes: Matematica 10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BAsTOS, R. (1998). Geometria:
Mateméatica —11° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BAsTOs, R. (1999). Geometria:
Matemética —12° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Estas brochuras, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica, contém numerosas sugestdes relevantes para o presente
programa, pelo que é de consulta indispenséavel.
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FERREIRA, J. S. (1976). Introdugdo a Programacéo Linear. Lisboa: Classica Editora.

Esta obra é um ponto de partida, em portugués, para a Programacao Linear.

HUGHES-HALLETT, D.; GLEASON, A. M. et al. (1997). Calculo. vol.1. Rio de Janeiro: LTC.

Este livro de texto € um dos mais inovadores dos ultimos anos e foi elaborado por uma equipa
de matematicos distintos e de educadores e professores com larga experiéncia. O livro
apresenta os conceitos basicos de funcdes reais de uma variavel real tendo como orientacao
dois principios bésicos: A Regra de Trés (Todo o assunto deve ser apresentado geomeétrica,
numeérica e algebricamente) e o Modo de Arquimedes (Definigbes e procedimentos formais
decorrem do estudo de problemas praticos). A apresentagdo dos conceitos, os inUmeros
exemplos e os exercicios de tipo muito variado fornecerdo, seguramente, boas inspiracdes a
qualquer professor.

LACHTERMACHER, G. (2002). Pesquisa Operacional na Tomada de Decisbes. Rio de Janeiro:
Editora Campus.

Este livro faz uma abordagem a programacao linear como ferramenta de gestdo e introduz a
necessidade da utilizacgdo de computadores com software especifico, em particular, a
utilizacdo das folhas de célculo e de executaveis que sdo utilizados generalizadamente em
areas de gestdo de empresas. Nas paginas 91 e seguintes, trata-se em detalhe da
Programacao Linear utilizando o Solver do Excel.

MATOS, J. ; MATOS, R
http://prolin.no.sapo.pt/

Jodo Matos e Ricardo Matos, da Escola Superior de Tecnologia de Setubal, conceberam e
realizaram um “programa para resolver problemas de programacdo linear”; “a ideia de
desenvolver um programa (...) vem da dificuldade em encontrar um programa de facil
utilizagdo que possa indicar os valores mais importantes da solugdo de um problema deste
tipo: o valor da fungdo objectivo e das variaveis e a respectiva andlise de sensibilidade” O
programa e textos de apoio podem ser descarregados sem quaisquer custos.

MEYER, R. (1993). Linear Programming. For all Practical Purposes — Introduction to
Contemporary Mathematics (5th ed). New York: COMAP/W.H. Freeman and Cy.

O quarto capitulo deste volume, publicado pelo Consércio para as Aplicagdes da Matematica,
constitui boas introdu¢Bes aos problemas associados aos conceitos de planeamento e as
aplicacdes da Programacdo Linear. Contém também indicacdes sobre a histdria da criacao
das teorias e o seu desenvolvimento.

RAMALHETE, M; GUERREIRO, J.; MAGALHAES, A. (1998). Programacdo Linear (2vols) Lisboa:
McGraw-Hill.

A introducdo e o primeiro capitulo do primeiro volume desta obra, fornecem indicagdes boas,
enunciados de problemas e resolugdes muito Uteis para professores e estudantes. Claro que
outros capitulos da obra fornecem bons exemplos, embora precisem de ser objecto de
tratamento cuidado para o nivel do trabalho com os estudantes.
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SEBASTIAO E SILVA, J. (1975-78). Compéndio de Matematica (5vols) Lisboa: MEC — GEP.

Os Compéndios de Matematica de Sebastido e Silva sdo referéncias obrigatérias e
constituem um bom recurso para estudar qualquer dos assuntos que sdo abordados no
ensino secundario.

SEBASTIAO E SILVA, J. (1975-77). Guia para a utilizagdo do Compéndio de Matematica (3 vols).
Lisboa: MEC — GEP.

Sebastido e Silva foi provavelmente o primeiro em Portugal a incluir num livro de texto para o
ensino secundario o tema da Programcao Linear.
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Jogos e Matematica ]

Duracéo de Referéncia: 36 horas

1 | Apresentagéo

Um jogo que ndo dependa de forga fisica e que tenha as suas regras bem definidas, estimula o
raciocinio, motiva para a procura de uma estratégia, suscita a reflexédo, aproximando-se muito da
resolugdo de um problema matematico. Se a tudo isso juntarmos o desafio de ganhar o jogo, de
melhorar o seu proprio desempenho ou a competicdo com um adversario ou num torneio, entao
0 jogo pode constituir uma entrada especialmente estimulante no mundo do raciocinio abstracto,
acessivel a novos e velhos, tenham muitos ou tenham poucos conhecimentos matematicos.
Miguel de Guzman interroga mesmo: “Onde termina o0 jogo e onde comeca a matematica
séria?”

As actividades ligadas aos jogos assumem assim o papel de actividades estimuladoras de
raciocinio matematico ao mesmo tempo que possuem uma caracteristica recreativa cuja origem
se perde nos tempos. Exposi¢cdes como “Pedras que jogam” e “Jogos do mundo”, que foram
elaboradas recentemente em Portugal e continuam disponiveis, provam que 0s jogos sdo ja
usados ha muitos séculos e que sdo uma actividade presente em todas as regiées do mundo e
em todas as civilizagfes.

No ano de 2004 a APM-Associacdo de Professores de Matematica promoveu a sua iniciativa
tematica anual subordinada ao tema “Matematica e Jogo” por considerar que

“O interesse pelo jogo é transversal a todas as idades e um daqueles
temas em que se conjugam facilmente o interesse de amadores e
profissionais, de cidadaos vulgares e eminentes matematicos. Mesmo para
0S que ndo apreciam 0S jogos em grupo existem o0s “solitarios” ou as
versbes electronicas, em que o computador desempenha o papel de
adversario. Para além do entretenimento, 0s jogos apresentam um grande
potencial cultural, pedagégico e didactico. E, acima de tudo, os jogos
podem criar motivacéo para o pensamento e a investigacdo matematicos.”

No ano de 2004 foi também realizado pela primeira vez em Portugal, com assinalavel sucesso, o
primeiro Campeonato Nacional de Jogos Matematicos, cuja final decorreu no dia 26 de
Novembro de 2004, no Pavilhdo do Conhecimento, em Lisboa.

Sabe-se que muitos matematicos se dedicaram aos jogos; Arquimedes (287 a.C. - 212 a.C))
interessou-se pelo “problema dos bois” e pelo quebra-cabecas Stomachion; Hamilton (1801-
1865), o inventor dos quaternides, inventou também um jogo mateméatico chamado “Viagem a
volta do mundo” que foi a Unica publicacdo com que ganhou dinheiro; Leibniz (1646-1716)
considerou ndo s6 que ser capaz de inventar um jogo era sinal de inteligéncia como deveria
haver um curso inteiro de jogos tratados do ponto de vista mateméatico; John Conway inventou
em 1970 o “jogo da vida” que atraiu logo a atencdo de muita gente, matematicos, cientistas ou
simples curiosos, e acabou por ser uma fonte de exemplos em algumas areas da matematica;
Albert Einstein (1879-1955) tinha na sua biblioteca uma estante inteira dedicada aos jogos
matematicos.
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Muitas pessoas tornaram-se célebres por inventar jogos ou quebra-cabecas; ainda ndo ha
muitos anos andava muita gente a volta do cubo de Rubik, inventado em 1974 pelo hingaro
Erné Rubik; o americano Sam Lloyd (1841-1911) fez carreira a inventar quebra-cabecas que
ainda hoje sdo muito populares, como o dos 12 guerreiros ou o jogo do 15. Pessoas como Martin
Gardner, que durante 30 anos teve uma coluna sobre divulgacdo matemética incluindo muitos
jogos matematicos numa revista de divulgacdo cientifica americana, terd sido quem mais
conseguiu despertar vocacdes matematicas; felizmente ainda hoje muitos dos seus livros
(muitos traduzidos para portugués) continuam a despertar o interesse dos jovens e dos menos
jovens.

Todas estas razfes levam a concluir que nas actividades de animacédo de miudos e graudos,

com formagdo matematica avancada ou rudimentar, os jogos devem desempenhar um papel
importante.

2 | Competéncias Visadas

Neste médulo de Jogos e Matematica, as competéncias matematicas visadas incluem os
seguintes aspectos:
= Compreensdo do valor motivador de jogos de raciocinio;

= Compreensdo de como o envolvimento em actividades de jogos representa um
desenvolvimento das capacidades de raciocinio;

= Aptiddo para discutir estratégias para os jogos;
= Aptiddo para usar a matematica como forma de analisar e elaborar estratégias
ganhadoras para 0s jogos.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste médulo de Jogos e Matematica, os objectivos de aprendizagem que se pretende que os
estudantes atinjam, sdo 0s seguintes:
= aprender a jogar alguns quebra-cabecas e jogos de raciocinio de diferentes tipos;
= aprender a analisar alguns jogos e situac¢des simplificadas dos jogos estudados;
= perceber como a matematica pode ajudar a explicar ou garantir estratégias ganhadoras
para alguns jogos.

4 | Ambito dos Conteddos

1. Experiéncia de cada um dos seguintes tipos de jogos de raciocinio:

= Quebra-cabecas - exemplos possiveis: quebra-cabecas com palitos; jogo do 15;
tangram; Stomachion; poliominds; quadrados magicos; quebra-cabecas de Sam Loyd.

= Truques de cartas - exemplos possiveis: “Azeite e agua”, 4 Ases.

= Jogos com nuameros - exemplos possiveis: jogo do NIM; Trinca-espinhas.

= Jogos geométricos - exemplos possiveis: Arbusto; jogo do caos; 3 em linha; jogos
poliédricos; pontos e quadrados.

= Jogos de tabuleiro para um s6 jogador - exemplos possiveis: Solitario; a ra saltadora;
jogo da vida.

= Jogos de tabuleiro para dois jogadores - exemplos possiveis: jogo do galo;
Mancala/Ouri/Bantumi, Hex, pebes, amazonas.
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2. Analise de alguns jogos:

= Analise de algumas situacdes simplificadas dos jogos, determinando se conduzem a
vitoria ou derrota;

= Analise de algumas situacdes ganhadoras e justificacéo de que sdo ganhadoras;

= Prova de que um dos jogadores tem vantagem ou de que existe uma estratégia
ganhadora - exemplo: jogo do Hex.

3. A matematica por detras de alguns dos jogos estudados:
= Justificacdes numéricas - exemplos possiveis: numeragdo binaria para o jogo do NIM;
justificac@o dos trugues de cartas; nimeros primos no Trinca-espinhas.
= Justificagbes algébricas - exemplos possiveis: jogo do 15; a ra saltadora.

5 |Situagcdes de Aprendizagem / Avaliagao

O professor tem um leque alargadissimo de jogos que pode escolher, sendo a bibliografia em
portugués muito abundante. Nenhum dos jogos referidos anteriormente é obrigatério; o Unico
aspecto essencial neste programa é a escolha de tipos de jogos diversificados. Nao tem sentido
a este nivel escolher jogos muito complexos, nem jogos que envolvam uma analise matematica
muito elaborada. E contudo interessante que os estudantes saibam que a andalise de jogos é
uma area que pode ser feita a um nivel de muita sofisticagdo, sendo interessante que os
estudantes conhecam alguma historia ligada aos jogos. Se houver oportunidade, seria vantajosa
uma visita as exposicdes “Pedras que jogam” e “Jogos do mundo”. Poderdo ser referidos
outros episodios historicos, como os relacionados com o matematico John Nash que ganhou o
prémio Nobel por resultados da Teoria dos Jogos (e os outros galardoados com o prémio pela
aplicacéo dessa teoria @ Economia) e que foi também um dos inventores do jogo do Hex.

Alguns dos jogos propostos poderdo ser combinados de modo a produzir outros: por exemplo,
Martin Gardner (no livro “Rodas, vida e outras diversdes matematicas”) refere como se podem
fazer truques de magia com o jogo do galo. A magia impressiona sempre o auditério quando se
trata de adivinhar nimeros: porque ndo adivinhar a data do aniversario? (ver problema 93 de
“Mais actividades matematicas” de Brian Bolt).

O professor pode organizar um torneio com os seus estudantes, devendo entdo aproveitar a
oportunidade para discutir as regras de organizacdo de um torneio, referindo por exemplo o
sistema suico, que permite realizar em poucas jornadas um torneio com muitos participantes,
fugindo ao método mais propenso ao acaso que € o da eliminacdo (e levando os estudantes a
discutir as vantagens dos diferentes métodos); podem também ser discutidos diferentes métodos
de desempate.

Muitos dos jogos existem na Internet, podendo os estudantes ser incentivados a usar esses
recursos como forma de estimular o seu raciocinio, testagem de estratégias, etc. E alias possivel
jogar em permanéncia torneios a nivel internacional nalgumas paginas de jogos (como a do
Yahoo); o jogo ai chamado “Dots” é o0 jogo “pontos e quadrados”.

Uma estratégia possivel para ajudar os estudantes a abordar os jogos é a proposta por Miguel
de Guzman, que se aproxima muito da heuristica de Polya para a resolucao de problemas:

a) Antes de fazer tentarei entender;

b) Elaborarei uma estratégia;

c) Observarei se a minha estratégia me leva ao final;

d) Tirarei “sumo” do jogo.
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Esta e outras propostas de Miguel de Guzman poderdo ser extremamente Uteis ao professor e
poderédo ser encontradas no texto “Juegos Matematicos en la ensefianza”, que esta disponivel
na Internet e foi publicado em Portugal no Boletim da SPM-Sociedade Portuguesa de
Matematica.

Estdo previstas seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial recomendado € que seja
constituida por duas provas, que a seguir se enumeram.

Prova | — uma composicdo em que se exponham as regras de um jogo estudado nas aulas e
qual a estratégia que se podera seguir para obter um bom resultado nesse jogo.

Prova Il — andlise de algumas posi¢des simples de jogos (com poucas pegas ou numa posi¢ao
do jogo ja perto do final), explicando como se poderia lidar com elas.

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

GuzMmAN, M. de (1984). Juegos Matematicos En La Ensefianza, Actas de las IV Jornadas sobre
Aprendizaje y Ensefianza de las Matematicas, Santa Cruz de Tenerife, 10-14 Septiembre 1984.
http://www.mat.ucm.es/deptos/am/quzman/juemat/juemat.htm

Este texto é de leitura importante para todos os professores de Matematica (e ndo apenas
para os que vao leccionar este modulo). Contém uma visdo abrangente profunda da
importancia dos jogos para a aprendizagem da Matematica, além de varias indicagdes sobre
como eles podem ser usados; o autor propde ainda uma heuristica adequada a exploragao
dos jogos.

GuzMAN, M. de (1990). Aventuras Matemdticas, Lisboa: Gradiva.
GuUzMAN, M. de (1991). Contos com contas, Lisboa: Gradiva.
O segundo livro contém explicagdes interessantes sobre o jogo do solitario, o jogo de NIM e o
da ra saltadora.
JoAo PEDRO NETO, JORGE NUNO SILVA (2004). Jogos Matematicos, Jogos Abstractos, Lisboa: Gradiva
ANTONIO JULIO CESAR DE SA (1995). A Aprendizagem da Matematica e o Jogo, Lisboa: APM.

JoAo RINO (2005). O jogo, interac¢bes e Matematica, Lisboa: APM.

ANTONIO SA ET AL. (2004). Jogos do Mundo, Lisboa: APM
Jogos de todo o mundo, a sua historia e respectivas regras.
Centro de Competéncia "Entre Mar e Serra" (2003). O Ouri e 0 Desenvolvimento do Pensamento

Matematico.
http://ouri.ccems.pt/

Tudo o que precisa de saber para comecar a jogar o Ouri.
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ELisIO SANTOS SILVA (1994). O OURI um jogo cabo-verdiano e a sua pratica em Portugal. APM:
Lisboa.

ELisIO SANTOS SILVA (1995). Jogos de quadricula do tipo Mancala com especial incidéncia nos
praticados em Angola. Instituto de Investigacao Cientifica Tropical: Lisboa.

O Ouri é um jogo de tabuleiro muito praticado em Cabo Verde e com profundas raizes na
tradicdo e cultura popular de todo o arquipélago. Juntamente com o Ouri vém outros jogos,
gue embora parecam ser muito simples, requerem célculo, reflexdo e muita pratica dado ser
necessario prever lancos, ndo bastando saber as regras.

PARELMAN, Y. (1992). Mateméticas recreativas. Lisboa: Litexa.
Um classico, onde se pode ver, por exemplo, uma discussdo simples da fundamentacéo

matematica do jogo do 15.

GARDNER, M. (1990). Ah, descobri!. Lisboa: Gradiva.
GARDNER, M. (1991). Matematica, magia e mistério. Lisboa: Gradiva.
GARDNER, M. (1992). Rodas, vida e outras diversdes matematicas. Lisboa: Gradiva.
GARDNER, M. (1993). Ah, apanhei-te!. Lisboa: Gradiva.
GARDNER, M. (1994). O festival magico da matematica. Lisboa: Gradiva.
GARDNER, M. (2002). As ultimas recreacdes. Lisboa: Gradiva.
Quem néo leu pelo menos um livro de Martin Gardner ndo pode dizer que sabe Matematica.

LoyD, SAM (1998). 100 Puzzles matematicos. Lisboa: Publicagdes Europa-América.
LoyD, SAM (1998). Mais Puzzles matematicos. Lisboa: Publicag6es Europa-América.

BAIFANG, L. (1994). Puzzles com fésforos. Lishoa: Gradiva.

BoLT, B. (1992). Mais actividades mateméticas. Lisboa: Gradiva.

GUIK, E. (1989). Jogos Légicos. Moscovo: Mir.

PAGINAS COM JOGOS

Actividades e Recursos: Jogos
http://www.apm.pt/apm/Actividades/actividadesj.htm

APM — Matemética e Jogo
http://www.apm.pt/mj/index1.html

Jogos antigos
http://www.jogos.antigos.nom.br/default.asp

Ludicum.org
http://ludicum.org/
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Magia dos numeros
http://nautilus.fis.uc.pt/mn/

Mathematical Trick Index (em inglés)
http://www1.superb.net/~cardtric/tricks/math.htm

Giochi e matematica ricreativa (em italiano)
http://www.math.it/

Récréomath (em francés)
http://www.recreomath.gc.ca/index.htm

Math Games (em inglés)
http://www.coolmath4kids.com/mathetcmain.html

Mathematical games and recreations (em inglés)
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/HistTopics/Mathematical games.html#62

JOGOS QUE SE PODEM JOGAR NA INTERNET
Ha muitos pelo que aqui apenas se apresenta uma pequenissima selec¢ao:

Bantumi: http://woody.drakenet.de/bantumi 1 .swf

Jogos da RekenWeb: http://www.fi.uu.nl/rekenweb/pt/

Juegos de Ldgica y Estrategia: http://juegosdelogica.net/

Jogo do L: http://www.divulgamat.net/weborriak/Recursosinternet/Juegos/1004.asp

Dots (pontos e quadrados): http://games.yahoo.com/games/login2?page=dt

Fiver: http://www.mathsyear2000.org/games/fiver/

Jogo do caos:
http://www.shodor.org/interactivate/activities/chaosgame/
http://math.bu.edu/DYSYS/applets/chaos-game.html
http://math.bu.edu/DYSY S/applets/fractalina.html
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[ Padroes Geomeétricos ]

Duracédo de Referéncia: 36 horas

1 |Apresentacéo

Na formacéo geral dos cidaddos e, em especial, para os que se dedicam a algumas profissoes,
a observacéo de representacdes no patriménio construido, na decoracdo e nos artefactos do
guotidiano é fundamental até para a atribuicdo de valor de gosto e para a compreensao da
geometria como ciéncia estruturante do gosto. A descoberta de regularidades e padrées nas
observacbes e a capacidade de os reconstruir a partir de elementos fundamentais séo
competéncias muito importantes.

Os estudantes deste moédulo ja tiveram contacto com um ensino da Geometria que lhes
desenvolveu a intuicdo geométrica e 0 raciocinio espacial, para além de os ter ajudado a
explorar, conjecturar, raciocinar logicamente, usando e aplicando a Matematica.

E preciso agora que desenvolvam competéncias geométricas de visualizagéo e classificacéo das
regularidades e padrdes e das transformacdes geométricas, a0 mesmo tempo que vao
realizando actividades, com papel e instrumentos de desenho e corte ou recorrendo a
programas de geometria dindmica e computadores, cujo resultado deve consistir em materiais
fisicos palpaveis, Uteis para outras disciplinas e para portefélio pessoal com vista a afirmacéo na
vida profissional.

A leccionagdo deste modulo deve levar em conta as aprendizagens realizadas noutras

disciplinas, particularmente naquelas onde ha trabalho de desenho técnico ou de qualquer tipo
de representacdes geomeétricas.

2 | Competéncias Visadas

Neste modulo de Padrdes Geométricos, a competéncia matematica de visualizagcdo e
composicao que todos devem desenvolver inclui os seguintes aspectos:
= a sensibilidade para apreciar a geometria no mundo real e o reconhecimento e a
utilizacé@o de ideias geométricas em diversas situacdes e na comunicacgao;
= a predisposicdo para identificar transformacdes geométricas e a sensibilidade para
relacionar a geometria com a arte e a técnica;
= a predisposicdo para procurar e explorar padrées geométricos e o gosto por investigar
propriedades e relagcdes geométricas;
= a aptiddo para utilizar a visualizacdo, a representacdo e o raciocinio espacial na
concepcdao e elaboracdo de materiais para comunicacao;
= a aptidao para reconhecer e analisar propriedades de figuras geométricas, identificando
regularidades e padrfes, bem como transformacdes geométricas com elas relacionadas;
= a aptiddo para reconhecer a geometria das transformacbes em grandes obras da
humanidade, reconhecendo ao mesmo tempo o génio dos autores de obras que
representam demonstracdes por exaustao de casos;
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= aptidao para reconstruir exemplos de simetrias e outras transformacées, aplicando-as a
novas situacdes de decoracéo ou outras.

3 |Objectivos de Aprendizagem

Neste médulo de Padrdes Geomeétricos, 0s objectivos de aprendizagem que se pretende que os
estudantes atinjam, séo o0s seguintes:

= reconstruir em modelos (maquetes ou desenhos), com recurso a medi¢bes e escalas,
padrBes como elementos decorativos;

= comunicar, oralmente e por escrito, aspectos dos processos de trabalho e critica dos
resultados, como prética para apresentagdo de artes finais;

» identificar as vantagens do uso de transforma¢8es geométricas;

= identificar em elementos decorativos de artesanato ou de produtos industriais algumas
transformacgBes geométricas;

= reconhecer as vantagens no trabalho (de design ou outro) do recurso a computadores e
programas de geometria dindmica;

= reconhecer a importancia das transformacdes geométricas na actualidade da producéo
de arte decorativa e na histéria do patriménio artistico da regiao.

4 | Ambito dos Contetdos

1. Identificacé@o de simetrias em tapetes, ou noutras decoragfes planas ou no espaco:

= estudo de padrdes geométricos planos (frisos) e das pavimentacbes regulares com
identificag8o das transformagfes neles envolvidas;

= estudo de problemas de empacotamento e composi¢cdo e decomposicdo de figuras
tridimensionais, com identificacdo das transformagBes geométricas neles envolvidos,
com particular incidéncia nas simetrias do cubo.

2. Estudo e reconstrucéo de aspectos geométricos, usando programas de geometria dindmica,
de exemplares do patrimonio artistico historico, a partir de um motivo minimo:

» abordagem de um problema histérico, ou de um estilo de elementos decorativos e sua
ligagdo com a Historia da Geometria.

5 |Situag6es de Aprendizagem / Avaliagao

O professor deve propor actividades de observacdo de exemplares de arte decorativa e de
reconstrucdo e manipulacdo de modelos ligados a exemplares histéricos. A exploragédo de
programas computacionais pode ajudar eficazmente o estudante a desenvolver a percepc¢ao dos
objectos do plano e do espaco e a fazer conjecturas acerca de relacdes ou acerca de
propriedades de objectos geométricos.

N&o interessa dar a conhecer problemas histéricos sem propor ao estudante a reconstrucao de
pelo menos um, usando material de desenho e corte ou programas computacionais adequados.
Sera também conveniente dar a conhecer um pouco da Histéria da Geometria em especial dos
exemplares das civilizagBes ligadas a Ibéria e a Histéria de Portugal, incluindo o periodo da
expanséo.
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Os conhecimentos dos estudantes sobre transformacfes geométricas devem ser tidos em
consideragéo para serem utilizados e ampliados na resolucdo de reconstrucdes concretas e de
actividade de concepcédo e elaboracéo de novos objectos.

Devem explorar-se sempre que possivel as conexdes da Geometria com outras areas da
Matematica e o seu desenvolvimento deve ser aproveitado noutros mddulos. Todas as
actividades devem estar ligadas a manipulagdo de modelos geométricos concretos.

Estdo previstas seis horas para avaliagdo sumativa final; o referencial recomendado € que seja
constituida por duas provas, com igual peso, que a seguir se enumeram.

Prova | — uma prova de desenho de um objecto obedecendo a transformacgbes escolhidas
sobre um motivo pré-estabelecido com a duragéo de noventa minutos.

Prova Il — apresentacao oral de um objecto, escolhido e preparado pelo estudante, de entre um
dos que realizou durante a aprendizagem deste mdodulo e que deve ser significativo num seu
portefélio profissional. O professor deve acompanhar de forma especial esta prova (orientando o
trabalho do estudante e apresentando propostas de reformulacdo se necessario). As quatro
horas e meia previstas para esta prova sdo para as actividades de acompanhamento,
reformulacdo, eventual correccdo e apresentacéo final.

6 |Bib|iografia/0utros Recursos

LOUREIRO, C. (coord.), FRANCO DE OLIVEIRA, A., RALHA, E. E BAsTOS, R. (1997). Geometria:
Matemética —10° ano de escolaridade. Lisboa: ME — DES.

Esta brochura, editada pelo Departamento do Ensino Secundario para apoiar o Ajustamento
dos Programas de Matematica (1997), contém numerosas sugestdes relevantes para o
presente programa, pelo que € de consulta indispensavel.

VELOSO, EDUARDO (1998). Geometria - Temas actuais — Materiais para professores.
(Desenvolvimento curricular no Ensino Secundario;11). Lisboa: Instituto de Inovacéo
Educacional

Este texto € uma ferramenta indispensavel para qualquer pessoa que queira ensinar
seriamente Geometria em Portugal. E uma obra que cobre inimeros temas de Geometria
elementar (e menos elementar) e contém um manancial de sugestdes de trabalho para
abordar os diferentes aspectos da Geometria. Sdo de salientar os muitos exemplos de Histéria
da Matematica que ajudam a perceber a importancia que a Geometria desempenhou na
evolugdo da Matemética, ao mesmo tempo que fornecem excelentes exemplos para uso na
sala de aula ou como proposta de trabalho para clubes de matematica ou ainda para
estudantes mais interessados. E altamente recomendavel a leitura do capitulo | que foca a
evolugdo do ensino da geometria em Portugal e no resto do mundo e ajuda a perceber a
origem das dificuldades actuais com o ensino da Geometria. A tecnologia é usada de forma
“natural” para ‘“resolver - ou suplementar a resolucdo - de problemas, proceder a
investigac@es, verificar conjecturas, etc.".

AGUIRREGABIRIA, J. M. (1987). Taller de Sabios. Madrid: Biblioteca de Recursos Didacticos
Alhambra.

GRICHLOW , K. (1998). Islamic Patterns. An Analytical and Cosmological Approach. London:
Thames & Hudson.
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Esta publicagdo contém propostas de actividades para utilizagdo na sala de aula, com um
programa de Geometria Dinamica, mas que é facilmente adaptado para qualquer outro
programa do mesmo tipo.

GRUPO DE TRABALHO T3-PORTUGAL APM. (1999). Geometria com o Cabri-Géométre. Lisboa:
APM.

Esta publicagdo contém propostas de actividades para utilizacdo na sala de aula, com um
programa de Geometria Dindmica, mas que é facilmente adaptado para qualquer outro
programa do mesmo tipo.

JUNQUEIRA, M.; VALENTE, S.. (1998). Exploracdo de construgdes geométricas dindmicas. Lisboa:
APM.

Esta publicacdo contém propostas de actividades para utilizacdo na sala de aula, com um
programa de Geometria Dindmica, mas que é facilmente adaptado para qualquer outro
programa do mesmo tipo.

APM. (1997). Actividades com Padrdes. Lisboa: APM.

Esta publicacdo contém propostas de actividades e bibliografia.

APM. (2000). Pasta de actividades - Pavimentacgdes. Lisboa: APM.

Esta publicacdo contém propostas de actividades experimentadas num Circulo de Estudos,
desenvolvendo conexfes da geometria com outras areas.

GERDES, P. (2003). Cestaria e Geometria na Cultura Tonga de Inhambane. Maputo: Mocambique
Editora.
Esta publicagdo contém numerosos exemplos dos padrdes dos sipatsi e exemplos de
exploracé@o educacional e matematica desses padroes.
GERDES, P. (2000). Lusona - Recreacbes Geométricas de Africa. Lisboa: Texto Editora.
Este livro contém problemas geométricos baseados em desenhos tradicionais dos Tchowkwe
de Angola - os (lu)sona.
COXFORD, A. (1993). Geometria a partir de multiplas perspectivas. Lisboa: APM.
GRUNBAUM, B., Shepard, G. (1987) Tilings and Patterns. New York

LoFF, Dina (1991) Poligonos e Pavimentacdes - Uma Abordagem Elementar. Coimbra: SPM.

MARTIN, G. (1982). Transformation Geometry, An Introdution to Symmetry. New York: Springer
Verlag.
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ATRACTOR: Simetrias
http://www.atractor.pt/simetria/matematica/index.html

PROJECTO MATEMATICA EM ACCAO: Videos
1. O Teorema de Pitdgoras, 2. Semelhancas, 3. O Tunel de Samos
http://cmaf.Imc.fc.ul.pt/em_accao/videos/

Os videos editados pelo Projecto Matematica em Accgdo, sdo excelentes, e estes trés
relacionados directamente com a Geometria Elementar podem ser usados (ou apenas um
excerto) como forma de motivacdo para a aula de matemética ou para actividades fora da sala
de aula.

Religious Beliefs Made Visual: Geometry and Islam
http://www.askasia.org/frclasrm/lessplan/l000030.htm

Metropolitan Museum: Esta pagina € um plano de aula sobre padrSes islamicos,
precisamente.
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